Spectre automorphe des variétés hyperboliq 
applications topologiques 



N. Bergeron et L. Clozel 



À Natan, Céline et à toute l'équipe de la crèche parentale "Le 
Moulin bleu" sans qui ce livre serait déjà fini depuis quelques mois. 
N.B. 



Introduction 



Un programme conjectural 

Soit G un groupe algébrique connexe et presque simple sur Q tel que le 
groupe G (M.) des points réels soit le produit (avec intersection finie) d'un groupe 
compact et d'un groupe réel non compact presque simple. Nous noterons ce 
dernier groupe G nc (ne signifie ici non compact). Dans cette introduction (comme 
dans la majeure partie du texte) nous supposons G nc isomorphe au groupe 
SO{n, 1) (resp. SU(n, 1)). 

L'espace symétrique associé au groupe G (plus précisemment au groupe 
G(R)) est alors l'espace hyperbolique réel (resp. complexe) de dimension réelle 
(resp. complexe) n, nous le noterons Xq, de sa dimension réelle et nous sup- 
poserons la métrique normalisée de façon à ce que les courbures sectionnelles 
réelles soient comprises entre —4 et —1 (—1 pour les espaces hyperboliques réels 
associés aux groupes SO(n, 1) et —4 pour le plan hyperbolique réel associé au 
groupe SU (1,1)). Nous noterons d = 1 dans le cas réel et d = 2 dans le cas 
complexe ; on a donc de = dn. Posons enfin pa = da ~ 2+d . 

Soit Kf un sous-groupe compact-ouvert de G(Aj) (où A/ désigne l'anneau 
des adèles finis sur Q) tel que le groupe T = G(Q) n Kf soit sans torsion. 
Un tel groupe V est appelé sous-groupe de congruence (sans torsion) de G 1 
. On appellera variété hyperbolique réelle (resp. complexe) de congruence tout 
quotient de l'espace hyperbolique réel (resp. complexe) Xq par un sous-groupe 
de congruence (sans torsion) T de G comme ci-dessus. 

D'après un théorème de Borel et Harish-Chandra une variété hyper- 
bolique réelle (resp. complexe) de congruence est toujours de volume fini et est 
compacte si et seulement si le groupe G est anisotrope sur Q. 

En 1965, Selberg a démontré que si V est un sous-groupe de congruence 
du Q-groupe SL(2), alors la première valeur propre non nulle Ai du laplacien 
sur les fonctions L 2 de r\H 2 est supérieure ou égale à j^. Il conjecture de plus 
que Ai > la valeur apparaissant d'ailleurs dans le spectre L 2 d'un quotient 
r\H 2 pour un certain groupe de congruence T. 

Après des travaux de Selberg jSS], Jacquet et Langlands [ST], Gelbart et 

1 Lorsque G est défini sur Z, on peut préférer considérer les sous-groupes T de G(Z) sans 
torsion et contenant un sous-groupe de la forme ker(G(Z) — ► G(Z/NZ)) pour un certain entier 
N > 1. 
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Jacquet [!ÏÏ5], Sarnak |82|. Elstrodt, Grunewald et Mennicke Li, Piatetski- 
Shapiro et Sarnak \27\ et Burger et Sarnak |20|. le second auteur a récemment 
étendu, dans [25]. le théorème de Selberg à toutes les variétés hyperboliques de 
congruence : si G est un groupe Q-algébrique comme ci-dessus et T un sous- 
groupe de congruence de G, alors la première valeur propre non nulle du lapla- 
cien sur les fonctions L 2 de est minorée par une constante strictement 

positive ne dépendant que de la dimension réelle da de Xq ("Conjecture t"). 

Dans la première partie de cet article on commence l'étude du spectre sur 
les formes différentielles. Le fait que l'on se restreigne aux espaces hyperboliques 
réels et complexes sera motivé au chapitre 3 où l'on mentionera des résultats 
concernant d'autres espaces symétriques. Il est d'ailleurs intéressant de noter que 
le rang supérieur, > 2, joue encore un rôle spécial dans l'étude du spectre sur les 
formes différentielles (et non seulement sur celui sur les fonctions) ; on explicitera 
ce phénomène sur les groupes unitaires U (p, q) . Revenons maintenant à notre 
groupe G. Dans notre étude nous sommes guidés par la conjecture suivante, qui 
généralise la Conjecture de Selberg. 

Conjecture A Soit G un groupe Q-algébrique comme ci-dessus. 

1. Si G nc = SO(2n, 1), alors pour tout entier naturel i < n, 

X\{Y\X G ) > max(2n - 2i - 2, -) > 0. 

2. Si G nc = SO(2n + 1, 1), alors pour tout entier naturel i < n — 1, 

X[(T\X G ) >2n-2i-l>0. 

3. Si G nc = SU(n, 1), alors pour tout entier naturel i < n, 

X\(T\X G ) > max(4(n - i - 1), 1) > 0. 

Ici X\ désigne la première valeur propre non nulle du laplacien de Hodge sur 
les formes différentielles de degré i etT est un sous-groupe de congruence quel- 
conque de G. 

La Conjecture A est très profonde (elle contient en particulier la Conjecture 
de Selberg) et de nature arithmétique, la prédiction que les constantes explicites 
de minoration du spectre sont toujours des demi-entiers est une "conjecture de 
pureté" qui renvoie au théorème de pureté de Deligne. On peut relaxer un peu 
cette conjecture en un énoncé plus géométrique. 

Conjecture A~ Soit G comme dans la Conjecture A. Alors, pour tout entier 
naturel i < — 1 il existe une constante strictement positive e{G,i) telle que 
pour tout sous-groupe de congruence T dans G, 



X\(r\X G )>e(G,i). 
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Soit i un entier naturel et G un groupe Q-algébrique comme dans la Con- 
jecture A. On dira que la Conjecture A~ (i) est vérifiée par G s'il existe une 
constante strictement positive e(G, i) telle que pour tout sous-groupe de con- 
gruence T de G, 

\{(T\X G ) > e(G,i), 

où X\ désigne encore la première valeur propre non nulle du laplacien de Hodge 
sur les formes différentielles de degré i. 

La solution mentionnée ci-dessus de la Conjecture t peut donc s'énoncer de 
la façon suivante : la Conjecture ^4~(0) est vérifiée par tout groupe G comme 
dans la Conjecture A. 

La Conjecture A - pour les groupes G tels que G nc = SU{n, 1) implique 
qu'il existe une constante strictement positive e(G) telle que la première valeur 
propre du laplacien de Hodge sur l'ensemble des formes différentielles (de tous 
les degrés) sur L\Ag, pour n'importe quel sous-groupe de congruence T de G, 
soit supérieure ou égale à e(G). 

Cette propriété est fausse pour les groupes G tels que G nc = SO(n, 1) lorsque 
n est impair. En effet, lorsque G nc = SO(2n + 1,1), A"(r\Xc), la première 
valeur propre non nulle du laplacien de Hodge sur les formes différentielles de 
degré n, peut être rendue arbitrairement petite quitte à changer de sous-groupe 
de congruence T de G. Néanmoins si l'on se restreint au spectre des n-formes 
différentielles fermées la Conjecture A~ implique encore une minoration uni- 
forme du spectre sur les n-formes différentielles. On verra que cette propriété est 
utile géométriquement. Etant donné un entier naturel i et un groupe G comme 
dans la Conjecture A, on dira que la Conjecture A^^fi) est vérifiée par G s'il 
existe une constante strictement positive e(G,i) telle que la première valeur 
propre du laplacien de Hodge sur les formes différentielles fermées de degré i 
soit > e(G, i). 

Toute la première partie du texte sera motivée par la double Conjecture A, 
A~. La deuxième partie est quant à elle motivée par une seconde conjecture 
de nature topologiquc/géométrique. Cette conjecture concerne l'homologie des 
variétés hyperboliques réelles ou complexes de congruence. Précisons que tous 
les groupes de (co-)homologie que nous considérerons dans cet article seront à 
coefficients rationnels. 

Conjecture B Soit M une variété hyperbolique réelle (resp. complexe) de 
congruence de dimension m. Soit F une sous-variété réelle (resp. complexe) 
compacte connexe totalement géodésique immergée dans M. Alors, il existe un 
revêtement fini de congruence M de M tel que : 

1. l'immersion de F dans M se relève en un plongement de F dans M, 

2. l'application induite : 

H P (F) - H P (M) 
est injective pour tout entier p>^. 
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Nous dirons qu'une variété hyperbolique réelle (resp. complexe) de congru- 
ence de dimension m vérifie la Conjecture B(î) pour un certain entier i > 
si pour toute sous-variété réelle (resp. complexe) compacte connexe totalement 
géodésique immergée dans M, il existe un revêtement fini de congruence M de 
M tel que : 

1. l'immersion de F dans M se relève en un plongement de F dans M, 

2. l'application induite : 

Hi(F) -> Hi(M) 

est injective. 

La Conjecture B est à comparer avec les propriétés de Lefschetz pour les 
variétés hyperboliques complexes de congruence mises en évidence par Oda 
|75| . Harris et Li et Venkataramana [93| . Ces propriétés s'énoncent plus 
facilement dans le langage de Harris et Li et Venkataramana que l'on rappelle 
ci-dessous. 

Soient H < G deux groupes algébriques sur Q comme plus haut. Supposons 
de plus H et G anisotropes sur Q et du même type, orthogonal ou unitaire. 
L'inclusion H Cl G induit un plongement totalement géodésique naturel Xjj — » 
Xq entre les espaces symétriques associés. 

Soit Kf un sous-groupe compact-ouvert de G(Âf) tel que le groupe L = 
G(Q) D Kf soit sans torsion. Désignons par Th l'intersection de T avec H(Q). 
On obtient alors une application lisse : 

j = j(T) : T H \X H -> T\X G 

pour chaque sous-groupe de congruence sans torsion de G(Q). Celle-ci induit 
une application naturelle 

j, : H*(r H \X„) -» H.(T\X a ). (O.O.f) 

Remarquons que si g est un élément quelconque de G(Q), on peut translater 
l'immersion j en une application lisse 

Jg = j g (T) : {H n g-'Tg^Xn -> T\X G . 

On appelle application de restriction virtuelle , l'application 

H*(T\X G )^ ^((Fnf 1 ^^) (0.0.2) 

seG(Q) 

induite en cohomologie par la famille d'applications (Jg)geG(0)- 

On s'intéresse aux applications 10.0.1|) et (|0.0.2fl virtuellement en un deuxième 
sens : à revêtements fini (de congruence) près. Soient donc L' C L deux sous- 
groupes de congruence sans torsion de G(Q). Alors le revêtement fini (de variétés 
compactes) 

T'\X G -> L\X G 
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induit, en homologie, une application surjective 

#*(r'\Xc) - H*(r\x G ) (0.0.3) 

et, en cohomologie, une application injective 

H*(T\X G )^ H*{T'\X G ). (0.0.4) 

On obtient ainisi un système projectif (resp. inductif) de groupes d'homologie 
(resp. de cohomologie) indexé par les sous-groupes de congruence de G(Q). On 
désigne par H* (Sh°G) la limite projective du système IjO. 0.3(1 et par H* (Sh°G) 
la limite inductive du système l(0.0.4|l . En passant à la limite, lorsque T varie, 
dans l(0.0.1|l et l(0.0.2|l . on obtient les applications naturelles : 

H*{Sh°H) -> H*(Sh°G) 

et 

H*(Sh°G)^ Yl H*(Sh°H). 

geG(Q) 

Rappelons que les théorèmes de Lefschetz permettent d'étudier la topologie 
d'une variété projective complexe par récurrence, en la coupant par un hyperplan 
de l'espace projectif. Un yoga semblable, mais moins fort, existe pour les variétés 
hyperboliques complexes de congruence. Il a été dégagé par Harris et Li et 
prouvé par Venkataramana |93j : si H a G sont deux groupes comme ci-dessus 
de type unitaire alors l'application naturelle 

H\Sh a G) -» Y[ W(Sh°H) 

S£G(Q) 

est injective pour tout entier naturel i < 4j- . 

La Conjecture B ci-dessus implique une conjecture plus faible renforçant le 
yoga de type Lefschetz : 

Conjecture B Soient H C G comme plus haut. Alors pour tout entier i > 4j-. 
l 'application naturelle 

Hi(Sh°H) -> H t {Sh°G) 

est injective. 

Remarquons que par dualité, la Conjecture B~ implique que l'application 
naturelle de restriction 

H*(Sh°G) -» H l (Sh°H) 

est surjective. 

Dans la deuxième partie de cet article, nous relions la Conjecture B à la 
Conjecture A - énoncée plus haut. Les résultats de la première partie concer- 
nant la Conjecture A vont nous permettre de démontrer des résultats partiels 
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concernant la Conjecture B. Avant de passer à la description de nos résultats, re- 
marquons que d'autres propriétés de type Lefschetz sont conjecturées et étudiées 
par le premier auteur dans |7|, ces propriétés sont elles aussi liées à la Conjecture 

Enfin soulignons que la plupart des méthodes développées dans cet article 
devraient se généraliser aux groupes algébriques semi-simples généraux. En ce 
qui concerne les résultats spectraux, on l'a dit, le cas que nous considérons est le 
plus intéressant. Néanmoins ceci n'est plus vrai en ce qui concerne les résultats 
topologiques. A la fin du texte nous décrivons d'ailleurs un théorème de la veine 
de la Conjecture B mais pour les variétés de congruence associées aux groupes 
unitaires U(p,q). C'est un premier résultat, le premier auteur espère revenir à 
l'étude de ces variétés dans un autre texte, en explicitant la combinatoire (plus 
riche) des propriétés du type Lefschetz auxquelles on doit s'attendre. 

Description des résultats 

On l'a rappelé, le second auteur a récemment démontré la Conjecture A~(0) 
pour tout groupe G comme dans la Conjecture A. Même la seule Conjecture 
A _ (l) semble difficile. Il est naturel de commencer à étudier celle-ci sur de 
petits groupes. Le groupe SL{2) est trop petit : la Conjecture A~(l) découle 
trivialement de la Conjecture A - (0) (la Conjecture A - (i) n'est d'ailleurs formulé 
ci-dessus que pour i < ^ — 1 égal à dans notre cas) . Le plus petit groupe pour 
lequel la Conjecture A~(l) ne découle pas trivialement de A~(0) est le groupe 
spécial unitaire en 3 variables SU (2, 1). C'est donc sur ce groupe que porte une 
bonne partie de notre étude. Nous démontrons notamment : 

Théorème 1 Si G est un groupe comme dans la Conjecture A avec G nc = 
SU(2, 1), alors la Conjecture A~ est vraie pour G, avec s(G, 0) = If et e(G, 1) = 
JL 2 

25 ' 

En fait ce résultat est essentiellement contenu dans l'article de Harris 
et Li. On en donne ici une preuve complète. Celle-ci repose sur la théorie des 
représentations, on profite de cette occasion pour détailler les liens entre le spec- 
tre du laplacien de Hodge sur les espaces localement symétriques et la théorie 
des représentations des groupes semi-simples. 

Le chapitre 1 rappelle ainsi la formule de Matsushima telle que nous en 
aurons besoin, on en donne une preuve complète afin de faciliter la lecture. 
On rappelle également dans cette section les définitions de base de théorie des 
représentations que nous utiliserons dans le texte. 

Le chapitre 2 aborde l'étude du spectre du laplacien sur les quotients arithmétiques 
via la théorie des représentations. On rappelle beaucoup de résultats de base de 
théorie des représentations. La démonstration de la Conjecture r y est esquissée. 

2 Dans 10 on a annoncé à tort que e(G,0) = 3 est optimal, nous verrons qu'en fait la 
valeur propre 3 n'intervient pas dans le spectre automorphe de G. Ceci explique également 
que la Conjecture A ci-dessus est plus forte que celle figurant dans I1UI . 
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Enfin on montre que l'extension naïve de la Conjecture A à des groupes plus 
généraux est fausse. Il serait d'ailleurs intéressant de dégager une conjecture 
générale pour tous les espaces localement symmétriques. 

Le chapitre 3 est quant à lui consacré à la théorie des représentations de 
GL(n). On se contente le plus souvent de citer les résultats dont nous aurons 
besoin, on a néanmoins fait un effort pour rendre les résultats maniables à un 
lecteur prêt à les adopter comme "boîte noire" . 

Le chapitre 4 est l'analogue du chapitre précédent pour le groupe U(n, 1), il 
est néanmoins beaucoup plus détaillé, le groupe U(n, 1) jouant le rôle principal 
dans le texte. Un certain nombre de résultat classiques rappelés ici sont superflus 
pour la suite, on a néanmoins tenu à inclure une description détaillée de ceux-ci 
afin de pouvoir utiliser ce texte dans des travaux ultérieurs. On espère que l'effort 
fait de collecter ici des résultats épars dans la littérature pourra également être 
utile par ailleurs. 

Le chapitre 5 généralise certains points du chapitre précédent aux groupes 
unitaires plus généraux. Il est bien connu qu'en rang supérieur la propriété (T) de 
Kazhdan assure l'existence d'un trou spectral pour le laplacien sur les fonctions 
sur les variétés localement symétriques. Dans ce chapitre nous montrons que 
pour les groupes unitaires SU(p, q) dès que p > q > 2 (donc dès que le rang 
est supérieur ou égal à 2) un phénomène analogue apparaît dans l'étude du 
spectre du laplacien sur les formes différentielles de suffisamment petit degré. 
Nous déduisons ce Théorème d'un résultat plus général, à paraître (bien que 
datant du début des années 90), de Vogan. Ce résultat illustre également le rôle 
spécial joué par les groupes U(n, 1) et 0(n, I) dans ces questions. Groupes pour 
lesquels on ne peut espérer d'isolation spectrale structurelle mais pour lesquels 
il faut étudier le spectre automorphc. 

Motivé par le chapitre précédent, le chapitre 6 est consacré à la description 
du yoga d'Arthur pour les groupes U(n, 1) et 0(n, 1). Nous précisons notre 
interprétation des Conjectures d'Arthur pour ces deux groupes, ce qui permet 
de conforter la Conjecture A. 

La suite de la première partie du texte vise à démontrer le Théorème 1 et les 
résultats que nous décrivons ci-dessous. Le Théorème 1 découle des travaux de 
Rogawski permettant de réduire l'étude du spectre automorphe de U(2, 1) au 
spectre automorphe de GL(3) par changement de base. Il reste alors à contrôler 
le spectre automorphe de GL{n). La conjecture standard dans ce cas est la 
Conjecture de Ramanujan. On a besoin d'une approximation de celle-ci. Une 
telle approximation nous est fournie par un théorème de Luo, Rudnick et Sarnak. 
On a en fait besoin d'une généralisation de celui-ci. La démonstration de cette 
généralisation fait l'objet du chapitre 7. 

On peut alors dans le chapitre 8 donner une démonstration complète du 
Théorème 1. Nous profitons également de ce chapitre pour revenir sur la Con- 
jecture de changement de base faite par Harris et Li dans que l'on étend 
légèrement et que l'on compare aux Conjectures d'Arthur. Nous nous servons 
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de cette conjecture dans la deuxième partie du texte pour étendre la Conjecture 
B à d'autres groupes semi-simples. 

Pour chaque réel strictement positif e, notons l'hypothèse spectrale suiv- 
ante sur le groupe G. 

{si A est dans le p — spectre automorphe de G, alors : 
1. soit A = (pc — k) 2 — (pc — i) 2 avec k = 0, . . . ,p et i = k, . . . , [pa], 
2. soit A > {pG-pf - s 2 - 

Nous expliquerons que les Conjectures d'Arthur semblent prévoir que, pour un 
groupe G comme ci-dessus, chaque hypothèse Aq est vraie pour p < [pc\- Les 
hypothèses A^ sont donc des approximations aux Conjectures d'Arthur pour le 
groupe G, lorsque e est suffisamment petit, ces approximations sont en général 
plus précises que la Conjecture A - . Le but du chapitre 9 est la démonstration 
du théorème suivant qui permet de relever les approximations aux Conjectures 
d'Arthur. 

Théorème 2 Soient H < G deux groupes ^-algébriques comme dans la Con- 
jecture B. Supposons que H vérifie l 'hypothèse A? pour un certain réel e > et 
pour tout entier naturel p < [ph] ■ 

Alors le groupe G vérifie les hypothèses ^, G ^ PH + e pour tout entier naturel 
P < [ph] ■ 

À l'aide des Théorèmes 1 et 2 et de l'analyse de certains groupes unitaires 
spéciaux (comme ceux intervenant dans la preuve de la Conjecture r) nous 
montrons dans le chapitre 10 le théorème suivant. 

Théorème 3 Si G est un groupe comme dans la Conjecture A avec G nc = 
SU(n,l) (et quelques conditions techniques supplémentaires si n + 1 est un 
puissances de 2), alors les Conjectures ^4 _ (0) et ^4~(1) sont vérifiées par G, 
avec e(G,0) = 2n~l et e(G,l) = . 

Ceci conclut la première partie, partie spectrale, du texte. Dans la deuxième 
partie nous nous intéressons à Phomologie des variétés de congruence. Le résultat 
principal est le théorème suivant. 

Théorème 4 La Conjecture A~ implique la Conjecture B. 

Plus précisemment, soit G un groupe comme dans la Conjecture A et i un 
entier naturel < 4p. Si la Conjecture A^ =Q {i) est vérifiée par G, alors quel que 
soit r sous-groupe de congruence sans torsion de G, la variété T\Xg vérifie la 
Conjecture B{dc — i)- 

Nous ne prouverons le Théorème 4 que pour G nc = SU(n, 1). Le cas où G nc = 
SO(n, 1), similaire, est plus simple et complètement traité dans jHJ. Remarquons 
néanmoins que puisque la Conjecture A^" =0 (l) est démontrée, le Théorème 4 
implique le célèbre Théorème de Millson selon lequel toute variété hyperbolique 
(réelle) arithmétique standard admet un revêtement fini dont le premier nombre 
de Betti est non nul. 
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Nous démontrons en fait un résultat plus général que le Théorème 4, voir 
chapitre 15 Théorème 115.1. ïl Pour cela, après un premier chapitre consacré à 
l'espace hyperbolique complexe principal objet de cette partie, nous consacrons 
un long chapitre aux espaces symétriques associés aux groupes unitaires, nous 
suivons pour l'essentiel les articles de Tong et Wang cités dans la bibliographie. 
C'est également en suivant les travaux de Tong et Wang que nous construisons 
dans le chapitre 13 la forme duale aux sous- variétés totalement géodésiques que 
nous considérons dans le texte. 

Allié au Théorème 3, le Théorème 4 nous permet en fin de deuxième partie 
de démontrer le théorème suivant qui est la première avancée significative vers 
la Conjecture B. 

Théorème 5 Soit M une variété hyperbolique complexe compacte de congru- 
ence de dimension d+2. Soit F une sous-variété complexe compacte connexe 
totalement géodésique de dimension d et immergée dans M . Alors, il existe un 
revêtement fini M de M tel que : 

1. l'immersion de F dans M se relève en un plongement de F dans M , 

2. l'application induite : 

Hd-i(F) — > Hd-i(M) 

est injective. 

De plus, pour tout entier N et tout cycle c dans Hd-i(F), il existe un 
revêtement fini Mjy de M contenant N relevés de c linéairement indépendants 
dans Hd-i(Mjsr). 

On en déduit alors facilement le corollaire suivant. 

Corollaire 6 Soient H < G deux groupes comme dans la Conjecture B~ . Sup- 
posons que 

f H nc ^ sU(n- 1,1) 
\ G nc S SU(n,l), 

alors l'application naturelle 

H 2n _ 3 (Sh°H) -» H 2n _ 3 (Sh°G) 

est injective. 

Remarquons que la démonstration des théorèmes ci-dessus repose de manière 
essentielle sur l'étude de la cohomologie L 2 de quotients V = T\X, où X est 
l'espace hyperbolique complexe de dimension complexe n et T un groupe discret 
préservant un sous-espace totalement géodésique de X et agissant cocompactc- 
ment sur celui-ci. Un cas particulier de ce que nous démontrons au chapitre 14 
est le théorème suivant. 

Théorème 7 Pour tout entier k < n, il existe un isomorphisme naturel : 

hUv)^h*(v). 
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De plus, l'espace est de dimension infinie. 

Le théorème que nous démontrons est plus général ; il repose de manière 
essentielle sur un théorème de Ohsawa et Tanigushi. 

Les démonstrations des Théorèmes 4 et 5 occupent le chapitre 15. Bon nom- 
bre des techniques développées dans cette deuxième partie s'étendent à des 
espaces symétriques plus généraux. Grâce aux résultats spectraux obtenus au 
chapitre 5 concernant les groupes unitaires U(p, q), nous démontrons également 
dans ce chapitre le théorème suivant. 

Théorème 8 Soient p,q,r trois entiers naturels vérifiant p > q > 2 et p > r . 
Soient H , G deux groupes algébriques sur Q tels que 

- H soit un Q-sous-groupe de G, 

- H™ = SU(p-r,q), 

- G nc ^ SU(p,q). 
Alors, l'application naturelle 

Hi(Sh°H) -» H t (Sh"G) 

est injective pour tout entier i > 2pq — p — q + 1 . 

Il serait évidemment intéressant de formuler une conjecture générale suivant 
le principe de la Conjecture B mais pour tout groupe semi-simple. La combi- 
natoire devrait être plus compliquée. Dans un article en préparation le premier 
des deux auteurs étudie ce problème en portant une attention particulière au 
cas des groupes unitaires et orthogonaux. 
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Chapitre 1 

Théorème de Matsushima 



Soit X un espace symétrique simplement connexe de courbure négative sans 
facteurs euclidiens et soit G un groupe de Lie semi-simple réel connexe agissant 
transitivement sur X par isométries. Nous supposons que l'application de G 
vers la composante connexe de l'identité du groupe des isométries de X est un 
revêtement fini. Dans la suite nous supposons que la métrique riemannienne de 
X est identique à celle induite par la forme de Killing de G. Nous notons K le 
groupe d'isotropie dans G d'un point fixé p de X. Puisque X est de courbure 
négative, le groupe G est de centre fini et sans facteur compact. 

Soit r un sous-groupe discret de G tel que T\X soit compact. Soit ui une 
p- forme différentielle sur X invariante par F i.e. 



Notons 7r : G — * G / K = X la projection canonique. Soit G) — tt*lu. La forme û 
est une p-forme sur G. 

Nous adoptons la convention classique de noter avec un indice les algèbres 
de Lie rélles et si (o est une algèbre de Lie rélle, [ l'algèbre de Lie complexe l = 
[o®C Pour tout g € G, la translation à gauche par g^ 1 fournit un isomorphisme 
canonique de T g (G) vers Qq — T e (G) et donc une identification 



Fixons 9 = t © p une décomposition de Cartan de go- 

La forme lu provient d'une forme u> sur G/K invariante sous l'action (à 
gauche de T) et via l'identification (|1 .0. 1|) appartient à : 



où K agit sur p = q/Ï via la représentation adjointe et sur C°°(r\G;C) via 
la représentation régulière à droite. Réciproquement, il n'est pas difficile de 
voir qu'à un élément de C p (g, K] C°°(T\G; C)) correspond une p-forme sur 
G provenant d'une p- forme sur G/K et invariante sous l'action de T. Nous 



ui(x;vi, ...,v p ) = 



ui{^x] 7U1, . . . , jVp) pour tout 76 F. 



1F(G;C) =Hom(A p ( ),G°°(G;C)). 



(1.0.1) 



C p (g, K; G°°(r\G; C)) := HomK(A p (p), G°°(r\G; C)) 
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résumons tout ceci dans la proposition suivante qui semble avoir été pour la 
première fois constatée par Gclfand et Fomin |40| puis précisée par Matsushima 

E2 

Proposition 1.0.1 L'application lu h- > lu o ir induit un isomorphisme de com- 
plexes gradués de n*(T\X;C) sur G*(g, K; C°°(T\G; C)). 

Notons A le laplacien de Hodge sur les formes différentielles sur X (pour sa 
structure riemannicnne) . Soit lu une p- forme sur X telle que Aw = Aw pour un 
certain A G K. D'après la Proposition 1 1 . . ïl il correspond à u> un élément (que 
l'on note toujours) u dans G p (fl, K; C°°(T\G; C)) 

D'un autre côté, il est bien connu (cf. |41| ) que la représentation régulière 
droite dans L 2 (r\G) se décompose en : 

L 2 (T\G) = to(tt, r)^, (1.0.2) 

somme discrète de sous-espaces G-invariants irréductibles, indexée par le dual 
unitaire G de G, et où chaque m(7r,r) est fini. 

On voit ainsi se dessiner une correspondance entre certaines représentations 
de G et l'espace des formes différentielles A-propres pour le laplacien. Avant de 
donner un énoncé précis, rappelons que V opérateur de Casimir est 

l<s<n 

où (y s ) est une base de g et (y' s ) la base duale de q par rapport à la forme de 
Killing B. 

La (très) légère modification du théorème de Matsushima [72] dont nous 
aurons besoin s'énonce alors : 

Théorème 1.0.2 Soit l'espace des p-formes différentielles sur T\X 7 X- 
propres pour le laplacien de X . Alors : 

diia{E p x )= ^ ™(7r,r)dim(Hom A '(A ï, p,H 7r )), 

7T G G 

tt(G) = -A 

la somme étant finie. 

Corollaire 1.0.3 Soit G = SO{n, 1) ou SU(n, 1). Si pour toute représentation 
7r apparaissant dans L 2 (T\G) et dont le K-type rencontre A p p, on a — 7r(G) > e 
ou 7r(G) = 0, la Conjecture A" est vérifiée pour les p-formes. 

Avant de démontrer le Théorème ll.0.21 revenons sur l'opérateur de Casimir. 



1.1. SUR L'OPÉRATEUR DE CASIMIR 
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1.1 Sur l'opérateur de Casimir 

Identifions dorénavant l'espace p au supplémentaire orthogonal de t dans g 
par rapport à la forme de Killing B. Soit {X u } (resp. {-Xt}) une base orthonor- 
male de p (resp. £) pour la forme B (resp. —B). Alors : 



Soit T est une représentation unitaire de G dans un Hilbert H.. Un vecteur 
<p e H est dit Zisse ou C°° si la fonction g i-> T( 5 )<^ est C°°. Soit le 
sous-espace des vecteurs lisses de H. 

Si X E g et iy9 G 7i°° nous posons : 



Remarquons que si la représentation T est irréductible, alors T(C) est scalaire. 
Cela découle du Lemme de Schur et du fait que C est dans le centre de l'algèbre 
enveloppante de q. 

Le lemme suivant, dû à Kuga |15j . fait le lien entre le laplacien et l'opérateur 
de Casimir. 

Lemme 1.1.1 Via l'application de la Proposition 1 1.0. Il les p- formes X-propres 
pour le laplacien sur T\X correspondent aux éléments u) de C p (g, K] C°°(T\G)) 
tels que 

R{C)uj = -Xoj, 

où R est la représentation régulière droite de G dans C°°(r\G). 
Démonstration. Soient rj u les 1-formcs invariantes à gauche sur G telles que 




T(X)tp 



^T(exp(iX)V 



J \ t=o 



Alors : 



T(C) :^r(I„) 2 -^T(I f f. 



V U (X V ) = s:. 




u 



où si U = (ui, . . . , 



U p ), 1] 



,U — 



r/ Ul A ... A i] Up . On a immédiatement : 



(diû)u 



Y, {-ly-'Rix^uju^ 



l<v<p+l 
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où U(v) est obtenu en enlevant aux éléments de U la v-ième coordonnée (les 
termes en crochets de Lie dans la différentielle étant nuls car g — t p avec 
[P,P] C P). 

De plus, puisque la métrique riemannienne sur X est induite par la forme 
de Killing B sur p, on a : 



u Jr\G 

Un calcul simple implique alors le fait suivant. 
Fait. L'adjoint de d est l'opérateur d donnée par : 



V 

où U est cette fois de cardinal p—1 et où R(X V )* est l'adjoint de R(X V ) (agissant 
sur C*°°(r\G) muni de la norme L 2 ) Le. R(X V )* = -R(X V ). 

Finalement : 
{dduj)u = -^2R(X v )(du) {v}uU 

= -Y,R(Xv) (r(X v )uu - J2(-V W R(XvJlo {v} uu( w )) 

V \ w / 

v}UU (w) 



et 



V 



Or, 



R(X V )R(X V J - R(X V JR(X V ) = R([X V ,X V J) € R(t) 
agit trivialement sur uj qui est une forme différentielle sur X. Donc 
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\ v / 

= -R(C)u, 

car, là encore, R(X) agit trivialement sur lo si X G i. Nous avons donc vérifié 
qu'à travers la correspondance de la Proposition ll .U. il les formes propres pour le 
laplacien correspondent à des formes propres pour l'action de R(C), les valeurs 
propres étant de signes opposés. 



1.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME ?? 
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1.2 Démonstration du Théorème 11.0.21 

Soit El l'espace des p-formes de carré intégrable et A-propres. C'est un 
espace de dimension finie de formes C°°, le laplacien étant élliptique. De la 
décomposition I? donnée par (|1.0.2|l . on déduit : 

E\ = ® n m(7T,T)Rom K (APp,H 7r ) x , (1.2.1) 

El étant vu comme un espace de formes L 2 , et l'indice A désignant le sous-espace 
sur lequel C opère par —A. Puisque C peut s'identifier à un opérateur du centre 
de l'algèbre enveloppante de 0, cet espace n'est non nul que si ir(C) = —A. 

Par conséquent dim(£^) est donnée par la formule du Théorème ll.0.21 et la 
somme est finie. On a en fait canoniquement : 

E l = Hom(^,L 2 (r\G))®Hom K (APp,^), 

7r:7r(C) = -A 

où toutes les formes (a priori L 2 ) dans cette somme sont C°° puisque C est 
elliptique. 

1.3 Représentations admissibles et spectre au- 
tomorphe 

On dit qu'une représentation tt de G dans un espace de Hilbert H 1 est 
admissible si ir(K) opère par opérateurs unitaires et si chaque représentation 
irréductible r de K n'intervient qu'avec une multiplicité finie (peut-être nulle) 
dans la restriction tt\ k de tt à K. 

Un théorème de Harish-Chandra 01] (voir aussi [H2]) affirme que toute 
représentation irréductible unitaire (7r,7i T ) de G est admissible. Rappelons que 
l'espace "K^ des vecteurs lisses de ir est un sous-espace dense de TL^ invariant 
sous l'action de G, et qu'il existe une action naturelle de g sur Posons 

H* = {v e H™ : dim(ir(K)v) < +oo}, 

où (tt(K)v} désigne le sous-espace engendré par tous les vecteurs de la forme 
n(k)v, avec k £ K. D'après Harish-Chandra 7~L^ est stable sous les actions 
de K et q et comme g-module il est irréductible, et détermine 7r à équivalence 
unitaire près. En fait TC^ est un (q, K)-modu\e, voir |15j . 
Etant donné un entier i, nous notons 

=Hom K (A î p,Hf). 

On a vu dans les sections précédentes qu'à une représentation tt c L 2 (r\G) telle 
que C l (ir) ^ on peut associer une forme différentielle de degrée i sur T\X. 
On les obtient de la façon suivante. Soit ip : H.^ — * C ca (T\G) l'application 

1 Attention : la représentation n n'a pas de raison d'être unitaire. 
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G-équivariante induite par l'inclusion ir C L 2 (T\G). Fixons une application 
X-équivariante non nulle oj : A*p — * Ti^ (dans C 1 (tt)). La forme différentielle 
associée u> v est définie par 

u v (g.\) = <p(u(\)M (AeA>, .9 g G). 

Remarquons que le Théorème f implique que si ir(C) = 0, 
harmonique de degré i et contribue donc à la cohomologie de 
On dira donc d'une représentation irréductible unitaire de G 
mologique de degré i si elle vérifie que 

f . tt(C) = 0, et 

2. C 1 (tt) £ 0. 

On notera U(q) l'algèbre enveloppante sur C de l'algèbre de Lie g. Son centre 
sera noté Z(q). 

Rappelons que l'on dit de la représentation (7T,W W ) qu'elle admet un car- 
actère infinitésimal x si X es t un homomorphisme Z(g) — » C tel que 7r(z) — 
x(z)id pour tout z G Z{q). C'est en particulier toujours le cas si (tt^TI^) est 
irréductible et admissible. 

Si f) est une sous-algèbre de Cartan de l'algèbre de Lie complexe g, l'homo- 
morphisme d'Harish-Chandra 7, cf. |f>2| . réalise un isomorphisme d'algèbre de 
Z(q) sur la sous-algèbre de U(t)) constituée des éléments fixés par le groupe de 
Weyl W = W(i),g). Il correspond donc à chaque forme linéaire A dans f)' un 
caractère de Z(q) : 

X a(z) = A( 7 (j?)) pour z g Z(g), (1.3.1) 

où l'on a étendu A en un homomorphisme d'algèbre de U(l)). 

Le morphisme %A vérifie \wA = XA pour tout w G W et réciproquement, si 
XA' = XA alors A' = wA pour un élément w G W (voir |H2 Proposition 8.21]). 

On montre de plus, cf. |H2 Proposition 8.21], que tout homomorphisme de 
Z(g) dans C est de la forme xa, comme dans <|1.3.1f) . pour un certain A dans 
f)'. Si 7r admet un caractère infinitésimal x = Xa, on dira, par abus de notation, 
que 7r a pour caractère infinitésimal A ; dans ce cas A n'est déterminé qu'à un 
membre du groupe de Weyl W près. 

On a donc ramené l'étude du spectre des quotients r\X à celle de la décomposition 
en irréductibles des représentations L 2 (r\G) de G. Comme annoncé dans l'in- 
troduction nous n'allons considérer que des sous-groupes T de congruence. 

Supposons maintenant que le groupe réel G est égal au groupe des points 
réels G (M) d'un groupe algébrique (toujours noté) G connexe et presque simple 
sur Q. Nous adoptons la même notation (G) pour désigner le groupe algébrique 
et le groupe réel. Le contexte permettra d'éviter toute confusion. 

On appelle sous- groupe de congruence de G tout sous-groupe T = G(Q)C\Kf 
de G où Kf est un sous-groupe compact-ouvert du groupe G(Af) sur les adèles 



la forme cu v est 
degré i de T\X . 
qu'elle est coho- 



1.3. REPRÉSENTATIONS ADMISSIBLES 
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finis. Remarquons que si G est défini sur Z, un sous-groupe T de G(Z) qui 
contient un sous-groupe de la forme 

T N = ker(G(Z) -> G(Z/NZ)), 

pour un certain entier AT > 1 est un sous-groupe de congruence. Le groupe 
T agit alors proprement sur X (via la projection de T dans G) et d'après un 
théorème de Borel et Harish-Chandra m] le quotient r\X est de volume fini. 
De plus, ce quotient est compact si et seulement si le groupe G est anisotropc 
sur Q. 

Notons G le dual unitaire de G que l'on munit de la topologie de Fcll. On 
rappellera la définition et les propriétés standard de la topologie de Fell au 
§2.2. Suivant Burger et Sarnak (20j, on appelle spectre de T\G - où T est un 
sous-groupe de congruence de G - l'ensemble des représentations irréductibles 
unitaires tt G G apparaissant (faiblement si G est isotrope sur Q) dans la 
représentation régulière de G dans L 2 (T\G) : 

a(T\G(R)) = {tt G G(ï) : tt oc L 2 (T\G)}. (1.3.2) 

On rappelle également la définition du dual automorphe GAut de G donnée dans 

G A ut= U <r(r\G). (1.3.3) 

Tcong 

L'adhérence dans 11.331 est prise par rapport à la topologie de Fell. D'après le 
Théorème 1 1 . . 21 les Conjectures A~(i) se ramènent à l'étude des spectres (|1.3.2fl 
et en fait comme nous le verrons au Chapitre 2 de tout le dual automorphe 
H1.3.3(l . Il s'agit de savoir si chaque représentation cohomologique tt de degré i 
est isolée dans la réunion {tt} U GAut- 

Concluons ce premier chapitre en remarquant que l'hypothèse de compacité 
sur le quotient T\X n'était pas réellement nécessaire. Il suffit en général de 
considérer des formes différentielles de carré intégrable, cf. JS] . On parlera alors 
de spectre L 2 . 



Chapitre 2 



Spectre du laplacien sur les 
quotients arithmétiques 

Dans ce chapitre nous exposons les extensions plausibles, aux groupes réductifs 
généraux et aux formes différentielles, de la Conjecture de Selberg relative aux 
valeurs propres du laplacien opérant sur les courbes modulaires. 

Rappelons d'abord la Conjecture de Selberg. Soit r(l) = SL(2, Z), et L c 
r(l) un sous-groupe de congruence, i.e., un sous-groupe contenant, pour quelque 
N > 1, le sous-groupe 

r <«>={(: »Hô !) (modw) } 

de r(l). Alors T opère sur le demi-plan de Poincaré TL = {z S C : Im z > 0} ; 
soit A le laplacien invariant (positif) sur H. Alors L 2 (T\Tt) se décompose, selon 
la théorie spectrale, en sous-espaces propres de A. Le spectre discret de A est 
formé des valeurs propres {0, (A„)„>i} où les A„ > sont associés aux formes 
paraboliques - cf. Iwaniec |50l p. 76]. 

Conjecture 2.0.1 (Selberg) A„ > \. 

Quelques remarques. Il est facile de calculer le spectre (continu !) de A dans 
L 2 (TL) : il est égal à [i,+oo[. La conjecture est donc que le spectre pour les 
formes paraboliques est contenu dans le spectre limite. Par ailleurs l'estimée 
A n > \ est en général fausse si L C T(l) est un sous-groupe, même arithmétique, 
qui n'est pas de congruence. 

Rappelons la minoration connue à la suite des travaux de Kim, Shahidi et 
Sarnak : 

Théorème 2.0.2 ([59 ) A n > \ - (^) 2 . 

Dans la suite de ce mémoire nous considérons un groupe simple G défini 
sur Q. Soit G(M)° la composante neutre de G(R) : c'est un produit de groupes 
semi-simples réels. On supposera par commodité que 

G(R)° = U x G nc 
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où U est compact et G est un groupe simple réel non compact. Soit K un 
sous-groupe compact maximal de G nc et X = G nc /K. Soit T C G(Q) un sous- 
groupe de congruence. L'analogue de r\H est alors le quotient T\X = T\G nc /K. 
(r C G(Q) se plonge naturellement dans U x G nc , donc dans G nc ; son image 
dans G nc est discrète car U est compact). 

Soit A 1 ^ — ^4J )0 (r\X) l'espace des formes différentielles lisses de degré i sur 
r\X. On sait d'après le chapitre 1 que 

A^(T\X) - HomjcCA^.C 00 ^)). 

Supposons d'abord G anisotrope, Le., T\X compact. On dispose alors sur 
du laplacien de Hodge (positif) A 1 (que l'on notera A, lorsqu'il n'y aura 
pas d'ambiguité), identifié à l'opérateur de Casimir (Ch. I). On peut le con- 
sidérer comme un opérateur non borné sur l'espace A| 2 ^ des formes L 2 . Son 
noyau est composé des formes harmoniques. C'est essentiellement ce cas qui 
nous intéressera dans la partie géométrique du volume. 

En général (si T\X n'est pas compact), A définit encore un opérateur auto- 
adjoint dans ^4(2)' dont le noyau est donné par les formes harmoniques |15|. mais 
qui va posséder un spectre continu. Rappelons que l'espace des W( 2 ) °- es f° rmes 
harmoniques est de dimension finie et a fortiori fermé. 

Question 2.0.3 Fixons G/Q, et i € [0, dim X]. Si T parcourt l'ensemble des 
sous-groupes de congruence de G(Q), existe-t-il une minoration uniforme e(G, i) > 
du spectre de A 1 dans l'orthogonal de Ti.^(T\X) ? 

Dans le cas cocompact, on cherche donc une minoration uniforme 

\>e(G,i) (2.0.1) 

sur les valeurs propres ^ de A 1 . En général on veut que le spectre de A 1 dans 
(7~C l r 2 )) S01 ^ con tenu dans [e(G, i), +oo[. 



2.1 Le cas des fonctions 

Nous considérons d'abord le cas où i = ; on s'intéresse donc au spectre 
du laplacien sur l'espace Lq(T\X) des fonstions d'intégrale nulle sur T\X, T 
étant un groupe de congruence. Si G — 5i(2), une minoration est donnée par 
le Théorème 12. 0.21 fSelberg avait déjà obtenu la minoration X n > ^). Noter que 
dans ce cas A a aussi un spectre continu, mais l'on sait (inconditionnellement) 
que celui ci est contenu dans [t,oo[ : cf. 50, p. 112]. 

Pour des groupes plus généraux, nous nous contenterons en général d'obtenir 
des résultats qualitatifs, sans préciser la borne e. Ceci suffit pour les applica- 
tions géométriques. Néanmoins, il est important de remarquer que les Con- 
jectures d'Arthur sur le spectre automorphe permettent (convenablement in- 
terprétées. . .) d'obtenir pour G donné les valeurs optimales (conjecturales) des 
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bornes inférieures e(G,i). Nous allons les préciser, dans les chapitres suivants, 
pour les groupes associés aux variétés hyperboliques réelles et complexes. 

Revenons à un groupe G arbitraire. Pour i = 0, on peut répondre positive- 
ment à la Question 12. 0.31 en toute généralité. Soit T un groupe de congruence, 
et soit Lq(T\X) l'espace des fonctions d'intégrale nulle, Le., l'orthogonal de 

n° (2) (T\x) = c. 

Théorème 2.1.1 Fixons G/Q. Il existe alors e = e(G) > tel que le spectre 
de A dans Lq(T\X), pour tout sous-groupe de congruence T relatif à G, soit 
contenu dans [e, +oo[. 

Nous allons esquisser la démonstration [23, puisque les outils de celle-ci 
seront utilisés plus loin pour les formes de degré supérieur. Notons Lq(T\G) 
l'espace des fonctions L 2 d'intégrale nulle sur T\G. C'est une représentation de 
G (Ch. I) ; un argument évident montre qu'elle ne contient aucun sous-espace 
isomorphe à la représentation triviale. 

L'action triviale de G sur les constantes correspond à la valeur propre A = 
de A. Nous voulons montrer qu'il existe un voisinage fixe (|A| < e) de ne ren- 
contrant pas le spectre de A - même pour F variable. Nous allons traduire ceci en 
termes de représentations unitaires de G ; cela nécessite quelques préliminaires. 



2.2 Théorie des représentations 

Soit G un groupe de Lie connexe. On note G l'ensemble des classes d'équivalence 
de représentations irréductibles unitaires de G. Rappelons que G est muni d'une 
topologie naturelle, la topologie de Fell. Soit ir g G une représentation d'espace 
H. Si v G H, le coefficient associé est la fonction sur G : 

c v {g) = (gv,v) (geG). (2.2.1) 



Soit il C G un sous-ensemble compact, Vi,...Vd G H, e > 0. On note 
V(Cl, Vi, e) l'ensemble des p G G telles qu'il existe uii , . . . Wd ë Ti. p vérifiant 

\c m {g) -^(3)1 < e (g en). (2.2.2) 

On obtient ainsi une base de voisinages de n ; celle-ci définit la topologie 
sur G. Cette topologie n'est pas séparée : par exemple si G = SX(2,R) et si 
se [0, h[ et s — » h, la limite de la représentation irréductible 

7r s =indg(|x| s ) 



où B = 




C G, et l'induction est l'induction unitaire, est formée 



de la représentation triviale C et des deux séries discrètes S2, 5-2 (EU)- Elle est 
néanmoins séparable (tout point a une base dénombrable de voisinages) de sorte 
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que nous pourrons nous limiter, dans les arguments de convergence, à considérer 
des suites. 

Par ailleurs, on peut décrire la topologie de G à l'aide d'un seul coefficient : 

Proposition 2.2.1 Soit (ir n ) n >x, ir G G. Alors n n — > ir si et seulement si un 
coefficient non nul c u de n (u G "H-n) est limite uniforme sur tout compact de 
coefficients c Un {u n G H ff „). 

Voir Dixmier [32 Prop. 18.1.5]. 

Dans le reste de ce paragraphe on suppose G simple et non compact. Soit 
K un sous-groupe compact maximal. Soit G s le sous-ensemble de G formé des 
représentations sphériques, Le., ayant un vecteur ^ fixé par K. On sait que 
celui-ci est alors unique à un scalaire près |62| . 

Le lemme suivant résulte trivialement de la définition du dual : 

Lemme 2.2.2 G s est ouvert dans G. 

Noter que le contre-exemple ci-dessus, montrant que G n'est pas séparé, 
montre aussi que G s n'est pas fermé. 

Puisque G est muni d'une topologie, il est muni d'une structure borélicnne. 
On sait que G est borélien standard, c'est-à-dire isomorphe à [0, 1] muni de la 
structure borélienne usuelle [22 4.6.1]. 

Nous devrons utiliser la décomposition selon G de représentations unitaires 
réductibles de G. Celle-ci utilise la notion d'intégrale hilbertienne, pour laque- 
lle on renvoie le lecteur à [221 A 69] et à Dans notre cas, G est "de type 
I" au sens de la théorie des représentations [321 et nous n'avons besoin que d'un 
cas très simple. 

Toutes les représentations de G, sauf la représentation triviale, se réalisent 
dans un espace fixe Ji de dimension dénombrable ; les opérateurs ir(g) (ir G G) 
sont alors fonctions mesurables de n pour tout g. Posons, pour 7r = \q (la 
représentation triviale) — C, et TL n = H pour les autres représentations de 
G. 

Si fi est une mesure positive sur G, la représentation 

p= H* dfi(n) 
Jô 

(sur l'espace des fonctions mesurables tp : G — > H © C telles que ip(n) G TL-k et 
que J ||iy9(7r)|| 2 (i/^(7r) < oo) se définit de façon évidente. On définit de même 

où 7r i— » m(jr) G {1, 2, . . . , oo} est une fonction borélienne. 

Théorème 2.2.3 Soit p une représentation unitaire de G sur un espace de 
Hilbert U. 
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(i) // existe une fonction borélienne ir t— > m(ir), G — > {1,2, ...,00} et une 

mesure positive p, sur G telles que 

/> - — -m(7r) 

P- / © W - ^M- ( 2 - 2 - 4 ) 

(ii) Si p admet deux représentations \2.2.J$ , associées à (m, /i) e£ (m',pf), fes 

mesures p et p' sont équivalentes et les fonctions m et m' égales p.p. (pour 
p ou p! ). 

Pour les démonstrations, on renvoie à Dixmier [321 8.6.5, 8.6.6]. 

Si (p, H) est donnée et décomposée selon (|2.2.4f) . le support de p est le 
support de p, contenu dans G. Si p, p' sont deux représentations, on dit que p est 
faiblement contenue dans p' si Supp(p) cSupp(p'). (En particulier si 7r eSupp(p) 
est irréductible, 7r est faiblement contenue dans p.) Pour les applications, il est 
important d'avoir une caractérisation intrinsèque de cette relation. 

Théorème 2.2.4 Soient p,p' deux représentations unitaires de G. Les deux 
propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) p' est faiblement contenue dans p 

(ii) Tout coefficient c de p' est limite, uniformément sur tout compact, d'une 

suite de combinaisons linéaires positives de coefficients de p. 

Nous aurons besoin de deux résultats supplémentaires. 
Le premier est une propriété de continuité de la restriction. Soit ffcGun 
sous-groupe semi-simple. 

Lemme 2.2.5 Soit -n n £ G et supposons que 7r„ — > 1q. Soit S n C H le support 
de ftn lH ■ Alors 1# appartient à l'adhérence de U n S n . 

Ceci se déduit aisément de [321 3.4.2]. 

Le second est un théorème de Howe et Moore |49) . 

Théorème 2.2.6 Supposons G simple, non compact et connexe. Si n est une 
représentation irréductible non triviale de G, les coefficients de ir tendent vers 
à l'infini. 



2.3 Principe de restriction et démonstration du 
Théorème 12.1.11 

La démonstration du Théorème l2 . 1 . Il repose sur une méthode introduite par 
Burger et Sarnak qui permet de démontrer, pour un groupe G, une propriété 
telle que le Théorème l2 . 1 . ll oar réduction à un sous-groupe plus petit pour lequel 
le Théorème est déjà connu. 

Comme dans tout ce chapitre G est un groupe défini sur Q, nous le sup- 
poserons de plus simple (comme Q-groupe) dans ce paragraphe. Soit G le dual 
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du groupe réel G(= G(R)), au sens du §2.2. On suppose que G n'est pas com- 
pact. Si T C G(Q) est un sous-groupe de congruence, on peut considérer dans 
G le support de la représentation L 2 (T\G). On note GAut la clôture dans G de 
la réunion des supports de L 2 (r\G) quand T parcourt tous les sous-groupes de 
congruence de G(Q). Noter que GAut dépend donc de la Q- forme de G. 

Soit H C G un sous-groupe, défini sur Q, et semi-simple. Les mêmes notions 
s'appliquent alors à H. 

Par ailleurs, si tt est une représentation irréductible de G, on peut la restrein- 
dre à H. Selon le Théorème 12.1.11 le support de tt\ h dans H est bien défini. 
Burger et Sarnak [20] démontrent le théorème suivant : 

Théorème 2.3.1 (Burger, Sarnak) Soient tt G GAut et t E H. Si t appar- 
tient au support de tt\ h , t g i?Aut- 

Nous renvoyons à |2()j pour la démonstration. Une variante de celle-ci (per- 
mettant de contrôler le laplacien sur les formes différentielles plutôt que sur les 
fonctions) sera expliquée dans le Chapitre 9. 

Pour démontrer le Théorème 12. 1.11 nous commençons par le rcformuler en 
termes de théorie des représentations. 

Théorème 2.3.2 (Hypothèses du Théorème V2.1.1)) Il existe un voisinage V de 
la représentation triviale dans G tel que, pour tout sous-groupe de congruence 
T, le support de Lq(T\X) soit disjoint de V . 

Puisque la représentation triviale 1q de G n'apparaît pas dans Lq(T\X), 
ceci équivaut par définition de GAut à : 

le est isolée dans GAut- (2.3.1) 

Les assertions des Théorèmes 12.1.11 et 12.3.21 sont équivalentes. Vérifions-le 
en supposant pour simplifier que G est anisotrope. D'après le Lemme 12.2.21 
le dual sphérique G s est ouvert dans G. Considérons, dans Lq(T\G) = ©^W^ 
(somme directe hilbertienne de représentations irréductibles), la partie sphérique 
Lq.s = ©7,-gG Wtt. Le Théorème l2 . 3 . 2l est donc équivalent au fait que les supports 
de Lq s (pour T variable) soient séparés de la représentation triviale. 

Soit P — M AN un sous-groupe parabolique minimal de G. Une représentation 
sphérique de G est isomorphe à l'unique sous-quotient sphérique 7r d'une induite 

p = indp(l ®e v ®l) 

où v appartient au dual complexe de a =Lie(y4). Si tt est unitaire, v doit être 
hermitien, i.e : V — —wv pour un w dans le groupe de Weyl W(G, A). 

Si tt est sphérique et appartient à Lq(T\G), le sous-espace tt k est un sous- 
espace de Lq(T\X) et la valeur propre associée A de w est égale à celle de 
l'opérateur de Casimir, qui opère par (ô, S) — (v, v), S g a* étant la demi-somme 
des racines de A dans N (cf. [H2 Prop. 8.2.2]). 
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Ecrivons v = v r + y/— lz/j, avec z/ r , i/j G a*. Alors 

i/ r = —wv r , î/j = wj/j (2.3.2) 
donc i-v et î/j sont orthogonaux et 

(5, J) - (y, v) = (ô, S) + ( Vi , Vi ) - {v r , v r ). (2.3.3) 

A conjugaison près par W, on peut supposer v r contenu dans la chambre de 
Weyl aiguë et fermée contenant ô. Si 7r est unitaire on sait alors que S — v r est 
dans la chambre de Weyl fermée obtuse associée ^1 IV, 5.2]. 

Par ailleurs la topologie de G s déduite de celle de G coïncide avec la restric- 
tion aux paramètres v hermitiens de la topologie de a* (8>C D'après le Théorème 
12.3.21 on a donc ||<5 — v || = ||d — v r \ + \\vi\\ > e\ où e-y > est déterminé par G. 
Pour v r proche de 6, v r est régulier et (|2.3.2|l implique w = — 1 soit v% = 0. Il 
existe donc £i > tel que ||(5 — u r \\ > £i- Enfin, les propriétés de convexité des 
chambres de Weyl impliquent alors que 

(y r , v r ) < (ô, ô) — e 

où £ est déterminé par £2- On en déduit d'après (|2.3.3|l : 

A = (6,5) - (v,u) > s . (2.3.4) 

Réciproquement, (|2.3.4|l implique que la représentation triviale est isolée de 
Lq s car A = pour la représentation triviale. 

Enfin, si G n'est pas anisotrope, un argument similaire s'applique à la partie 
continue de Lq(T\G). 

La démonstration du Théorème 12 . 3 . 21 va reposer sur la méthode de Burger- 
Sarnak. Nous utilisons la forme (|2.3.H du Théorème. Supposons donné un sous- 
groupe simple H de G tel que H(= H(M.j) soit non compact et que le Théorème 
soit vrai pour H. Si celui-ci est faux pour G, on peut trouver une suite ir n G 
GAut (tu 9= 1g) telle que 7r„ — > 1q. D'après le Lemme 12.2.51 1^ appartient à 
l'adhérence de [J Supp(7r„| JJ ). Si 1h est isolée dans iÎAut, le Théorème 12.2.31 

n 

implique que Ih est contenue discrètement dans n n , pour n >> 0. Ceci est 
impossible d'après le Théorème 12.2.61 si H (M) n'est pas compact. 

Nous devons enfin trouver - dans tout groupe Q-simple G - un sous-groupe 
H pour lequel le Théorème soit déjà connu (et H (M.) non compact). 

Nous renvoyons le lecteur à [21], puisque cette partie de l'argument n'a rien 
à voir avec les questions abordées dans ce volume. 

Le Théorème 12.1.11 a la conséquence suivante. Soit G anisotrope sur Q tel 
que G(R)° = G nc x U (comme au début de ce chapitre) avec G nc simple non 
compact et U compact. Avec la terminologie de l'Introduction : 

Théorème 2.3.3 La Conjecture A^_ Q (1) est vérifiée pour G. 
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Ecrivons en effet, T étant un sous- groupe de congruence : 

L 2 (r\G nc ) = c © tt = c © Lo(r\G nc ) 

où les représentations 7r sont irréductibles non triviales. Soit V l'espace des 
vecteurs if-finis d'une représentation tt et considérons le complexe calculant la 
(g, _ftT)-cohomologie de tt (Ch. I) : 

>C 1 {tt) =Hom K (A î p,V r ) -» C 1+1 (tt) -» ■•• . (2.3.5) 

Si le rang de G nc est > 1, on sait d'après un théorème de Zuckerman et 
Borel-Wallach O Cor. V.3.4], que H 1 (g, K, V) = {0} si tt n'est pas triviale. 11 
en est de même si tt est triviale car Hom^ (p, C) = {0}, et ceci pour tout G nc . 

La suite Ij2.3.5|) est donc exacte en i = 1 ; puisque le laplacien opère par 
l'opérateur de Casimir, dont les valeurs propres sur ^4° = L 2 (T\G nc /K) sont 
minorées hors les constantes, on en déduit que les valeurs propres de A sur A\_ Q 
sont minorées. 

Si G nc est de rang 1 (donc localement isomorphe à SU (n, 1) ou SO(n, 1)), ceci 
reste vrai en dehors des représentations tt telles que H 1 (g, K, V) ^ 0. Mais celles- 
ci représentent exactement les formes harmoniques, pour lesquelles Aa = 0. 



2.4 Représentations non isolées et contre-exemples 

à A' 

Les derniers paragraphes de ce chapitre sont destinés à mettre en valeur le 
rôle particulier des groupes SU(n, 1) et SO(n, 1) relativement à ces questions. 
Nous voulons tout d'abord expliquer que la Conjecture A~(i) ne peut être vraie 
en général. 

Considérons un groupe G anisotrope tel que G nc est simple. Soit W(T\X) 
l'espace des i-formes harmoniques. D'après le Chapitre I, W(T\X) se décompose 
en sous-espaces relatifs aux représentations irréductibles tt de G telles que : 

(i) 7rci 2 (r\G) 

(ii) Hom K (A î p,yW) ^0 

(iii) L'opérateur de Casimir opère trivialement sur V(tt). 
Rappelons (Ch. I) que (ii) et (iii) sont équivalents à 

(iv) ir( ,^;VM)^O. 

Soit tt E G une représentation contenue dans L 2 (T\G), et vérifiant (iv). 
Supposons de plus que tt n'est pas isolée dans G. Soit donc 7r„ g G une suite 
tendant vers tt. La condition (ii) est alors vérifiée par 7r„ pour n » 0, par un 
analogue évident du Lemme r2.2.2l Par ailleurs, si p G G, l'opérateur de Casimir 
G opère par un scalaire p(C) sur les vecteurs G°° de p (§1.1)- On vérifie alors que 
p{C) est une fonction continue de p pour la topologie de G Pour tt u — ► tt 
on a donc 7r„(C) — > tt(C) = ; pour n » 0, 7r„(G) est non nul car l'ensemble 
des représentations unitaires tt vérifiant (ii)-(iii) <^=4> (iv) est fini. On a donc : 
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Théorème 2.4.1 SoientT a G un sous-groupe de congruence, tt une représenta- 
tion de G vérifiant (i-iii) et ir n — > tt dans G. Si les représentations tt u appar- 
tiennent à GAut; la Conjecture A~(i) est en défaut pour les degrés i tels que 
W( &1 K;V(tt))^0. 

Pour un groupe donné, l'étude de A~(i) se divise donc en deux questions : 

Problème 2.4.2 Décrire les représentations isolées dans G parmi les représenta- 
tions cohomologiques. 



Problème 2.4.3 Pour G /Q donné, soitn G G une représentation cohomologique 
non triviale et non isolée. La représentation tt est-elle isolée dans GAut U {tt} ? 

Il existe une classe simple de représentations pour lesquelles les deux ques- 
tions ont une solution négative. 

Rappelons qu'une représentation irréductible de G appartient à la série 
discrète si ses coefficients (§2.3) sont de carré intégrable. D'après Harish-Chandra, 
G a une série discrète si, et seulement si, G contient un sous-groupe de Cartan 
compact |fi2| . Parmi nos groupes "hyperboliques", SU(n, 1) a toujours une série 
discrète et SO(n, 1) a une série discrète si et seulement si n est pair - ainsi, 
SO(2, 1) « SX(2,R) a une série discrète alors que 50(3, 1) « SX(2,C) n'en a 
pas. 

Rappelons qu'un sous-groupe parabolique P = M AN de G est cuspidal 
si M contient un sous-groupe de Cartan compact (donc, possède une série 
discrète). Une représentation tt appartient à la série discrète si, et seulement 
si, elle apparaît comme sous-module discret dans L 2 (G). Plus généralement, 
tt g G est tempérée si elle vérifie les conditions équivalentes qui suivent : 

tt appartient au support de L 2 (G) (2-4.1) 



tt est un sous-module de indp =M o yiA r((S <g> e v <8> 1) où P est cuspidal, 
S € M appartient à la série discrète, etvÇi ia* est unitaire. 



(2.4.2) 



Supposons que G n'a pas de série discrète, et soit Pf C G un parabolique 
tel que A soit de dimension minimale. Alors Pf est nécessairement cuspidal ; si 
Pf = Mf Nf, Mf est uniquement déterminé à conjugaison près dans G. On dit 
que Pf est un parabolique fondamental. 

Théorème 2.4.4 (Borel-Wallach) Soit tt g G une représentation tempérée 
et supposons que H*(g, K; V(tt)) ^ 0. Alors 

(i) tt est un sous-module de mdp^ (S £g> e° <B> 1), S G M étant une représentation 
de la série discrète. 
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(ii) La cohomologie de ir est concentrée dans l'intervalle ]q — e,q + e] où q = 
\ dua&(G/K) et e = \{rg G - rg K). 

En fait la représentation induite de (i) n'est cohomologique que pour un 
nombre fini de représentations S, explicitement décrites |15l Thm. 5.1]. On vérifie 
que q ± e est entier ^3 p. 98] ; tous les degrés contenus dans ]q — e,q + e] 
apparaissent dans H' (g, K; V) où V est l'espace des vecteurs if-finis de l'induite 
totale donnée par (i). Noter que si G a une série discrète, le Théorème reste vrai 
avec Pf = G - les seules représentations cohomologiques tempérées sont dans 
la série discrète. 

Nous allons déduire de ce théorème : 

Théorème 2.4.5 Soit G arbitraire, et supposons que G n'a pas de série discrète. 
Alors la propriété A(i) est en défaut pour i (E]q — e, q + e] . 

Soit en effet n une représentation vérifiant les conditions du Théorème l2.4.4l 
(i) et telle que H 1, (g, K, V(ir)) ^ 0. Alors ir est tempérée et appartient donc au 
"dual automorphe" GAut- Si 7r„ — * ir et 7r n apparaît dans la décomposition 
(continue si G est isotrope) de L 2 (r„\G) pour un groupe de congruence, la 
valeur propre associée \ n de G vérifie A„ — * 0, et apparaît dans le spectre 
(peut-être continu) du laplacien u>i. 

La démonstration a utilisé le théorème suivant : 

Théorème 2.4.6 Toute représentation tempérée n e G est limite de représentations 
ir n apparaissant (discrètement) dans L 2 (T n \G). 

Il y a plusieurs démonstrations du Théorème 12. 4. 61 Supposons d'abord G 
anisotrope, donc les quotients T\G compacts. Si T n C Tq est une famille de 
sous-groupes distingués (en fait r n+ i distingué dans T n ) d'intersection {1}, le 
théorème est dû à Delorme ; on sait même que la suite des mesures spectrales 
(sur G) des L 2 (r„\G), pondérées par [r : T„], tend vers celle de L 2 {G). 

Une autre approche du théorème est due à Burger, Li et Sarnak [T^]. Cet 
article ne donne pas la démonstration, qui est exposée dans [22]. Pour G isotrope, 
elle implique que n est limite de représentations dans le support de L 2 (r„\G). 

Enfin, le fait que ir est limite de représentations n n apparaissant discrètement 
dans L 2 (r n \G) résulte de la démonstration donnée dans [221 • Nous expliquons 
l'argument supplémentaire au lecteur familier avec les méthodes adéliques, en 
supposant G simplement connexe comme dans [221 : choisissons une place finie p, 
et remplaçons G = G(R) par G^p = G(R) x G{Q P ). Alors [221 §3], le Théorème 
12.4.61 reste vrai, en remplaçant G par G MiP et les T n par des sous-groupes S- 
arithmétiques pour S — {oo,p}. Si on remplace ir e G par 7r<X>7r p où ir p G G(Q P ) 
est supercuspidale, on voit que ir (g) ir p est limite de représentations "automor- 
phes" Mais alors ir p n ^ = ir p pour tout n » 0, et cette représentation 

ne peut apparaître que dans le spectre discret. 

Exemple l2.4.6l Si G = SO(n, 1) avec n impair = 2m+l, on a q = Ç = m+^, 
e = i, et la cohomologie de ir apparaît en degrés {m, m + 1}. 
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Terminons en remarquant que le Théorème l2.4.5l est relié, par le théorème de 
Liïck (HÏÏj, au calcul des invariants de Novikov-Shubin de l'espace G/K (Lohoué 
et Mehdi HU). 

2.5 Perspectives : contraintes locales et contraintes 
automorphes 

Nous revenons aux deux Problèmes (|2.4.2I et I2.4.3J) énoncés dans la section 
précédente et nous allons décrire, en utilisant toute la force de la théorie des 
représentations, deux cas opposés où ils peuvent être résolus, amenant à une 
solution satisfaisante du problème A~(i). 

Le Problème 12.4.21 a en fait été complètement résolu par Vogan, dans un 
article longtemps clandestin Sa solution est difficile, et nous n'exposerons 
les résultats que dans les cas qui nous intéressent. Le Problème ^. 4.31 est encore 
plus profond : l'un des buts de ces notes est d'expliquer comment, pour les 
groupes associés aux espaces hyperboliques, sa solution est implicitement donnée 
par les Conjectures d'Arthur. 

Commençons par le groupe G = SU(n, 1). Le sous-groupe compact maximal 
est K = U{n). La décomposition de Cartan est O = 6o © Po avec po — C n . On 
a p = po <8 C = C™ C™, le premier facteur s'identifiant à l'espace tangent holo- 
morphe en o = 1-K à X = G/K et le second à l'espace tangent antiholomorphe. 
Donc : 

A l (p)= A p (C")® A«(C"). (2.5.1) 

p+q=i 

Le groupe K opère sur p par u ■ X = det(u)~ 1 uX (u G K,X e C"). Il 
préserve la décomposition (|2.5.1|l . 

On sait que les représentations A p (C n ) sont irréductibles sous K ; chaque 
facteur de (|2.5.1|l contient alors une unique représentation irréductible contenant 
le vecteur e p ® e q , e p et e q étant respectivement un vecteur de plus haut poids 
de A p et A q (sous un tore maximal de K). Notons-la T pq . On a alors : 

Théorème 2.5.1 (Kumaresan, Vogan-Zuckerman [97 , Krajlevic [64 ) 

(i) Pour tous p, q tels que p + q < n il existe une unique représentation unitaire 

irréductible V pq de G telle que 

(a) Hom K {T pqi V pq ) ^ 0. 

(b) L'opérateur de Casimir opère trivialement sur V pq . 

(ii) Aucune représentation V pq n'est isolée dans G. 

(iii) Les V pq constituent toutes les représentations unitaires cohomologiques de 

G. 

Noter que d'après (a) ; (b), 

H p+ "(g, K, V pq ) = Hom^A^p, V pq ) £ . 
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D'après |ÏÏ7] on sait en fait que les autres représentations de A p+q p n'inter- 
viennent pas dans V pq , et que T pq apparaît avec multiplicité 1. En particulier 

H' }+c >( Q ,K;V pq ) = C . (2.5.2) 

Par ailleurs (|2.5.1|l implique une décomposition de Hodge sur la cohomologie 
PS II, §4] et : 

HP^( Q ,K;V pq ) = C (2.5.3) 

et plus précisément 

H P+ r '"+ r (g,K;V m )^C (r = 0, . . .n - p - q), (2.5.4) 

les autres composantes de Hodge de H*(q, K; V pq ) étant nulles |HZI Prop. 3.6]. 

Il est clair que ces résultats ne laissent aucun espoir quant au Problème local 
12.4.21 En revanche nous allons voir (Ch. 6) que le Problème global l2~4 . 31 devrait 
admettre une solution positive, d'après les Conjectures d'Arthur (Conjecture A 
de l'Introduction). 



Chapitre 3 

GL(n) 



3.1 Classification de Langlands 

La classification de Langlands pour G = GL(n, K) décrit toutes les représentations 
admissibles de G à équivalence infinitésimale près. Nous notons K — 0(n) le 
sous-groupe compact maximal de G. 

Une représentation admissible irréductible (p, V) admet un caractère central 
i. e. un homomorphismc uj p : K* — > C* tel que 



pour tout t <ER*. 

Soit S'L ± (m,M) le sous-groupe des éléments g de GL(m, M) tels que |det(g)| = 
1. On va d'abord décrire certaines représentations irréductibles de 5'L ± (to,R) 
pour m = 1 et m = 2. Pour m = 1 il n'y a que deux représentations, toutes les 
deux de dimension un ; on note la représentation triviale 1 et sgn l'autre. Pour 
m = 2, les représentations qui nous intéressent sont celles qui sont dans la "série 
discrète" et que l'on note Di pour l e N*. Pour l > 1, la représentation Di est 
induite de SL{2, M) : 



Où la représentation Z? ; + est donnée par l'action de SX(2, R) sur l'espace des 
fonctions analytiques / sur le demi-plan de Poincaré de norme 



p(tl n ) = uo p {t)Idv 



Di = ind' 




(3.1.1) 






(3.1.2) 
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Les représentations Di de S'L ± (2,IR) sont irréductibles et unitaires (cf. |62|. 

Chaque représentation de G est construite à partir de "blocs élémentaires" : 
les représentations de GL(1,R) et de GL(2,R) que l'on obtient en tensorisant 
les représentations de SX* ci-dessus par un morphisme a i— > |deta|^ du groupe 
des matrices scalaires strictement positives de taille 1 ou 2 vers C*. Ci-dessous, 
nous notons la valeur absolue ordinaire et t G C. On obtient donc les "blocs 
élémentaires" suivant : 



sgn 



!® I-Ih 



pour GL(1,R), (3.1.3) 



A |det(.)la pour GL(2,R). (3.1.4) 

A chaque partition de n en somme de 1 et de 2, notée (ni, . . . , n r ), on associe 
le sous-groupe diagonal par blocs 

M = MA = GL{m,R) x ... x GL(n r , M) 

de G, où comme d'habitude A désigne le sous-groupe des matrices diagonales 
positives dans le centre de M et M est un produit de groupes {±1} ou SL* (2, R). 
Pour chaque entier j compris entre 1 et r, soit Oj une représentation de GL(rij, M) 
de la forme 1(3.1.3(1 ou 1(3.1.4(1 suivant que rij = 1 ou 2 ; nous noterons tj le nombre 
complexe t correspondant. Alors (ai, . . . , oy) déhnit, par produit tensoriel, une 
représentation du sous-groupe diagonal par blocs MA que l'on peut étendre en 
une représentation du sous-groupe parabolique correspondant P = M AU (con- 
stituté des matrices triangulaires supérieures par blocs) par l'identité sur U (les 
matrices strictement triangulaires supérieures par blocs). Nous notons alors : 

I(ax, . . . , oy) = indp(eri, . . . , oy), (3.1.5) 

où ind désigne l'induction unitaire (cf. |62j). 

D'après 62 , Proposition 8.22], la représentation définit par ((3.1.5(1 admet un 
caractère infinitésimal 

(V,..,AJeC, (3.1.6) 

où \ <Tj est égal à tj lorsque rij — 1 et est égal au couple (tj + -^,tj — -f) lorsque 
rij = 2 et où le vecteur ((3. 1.6(1 de C™ obtenu est vu comme une forme linéaire 
sur la sous-algèbre complexe de Cartan (a © m) c naturellement identifiée à C" 
via l'identification de q c à l'algèbre fll„(C) 2 . 

Le théorème qui suit résulte des travaux de Langlands [S7] et de la thèse de 
Speh (cf. aussi [dT]). 

1 Le caractère infinitésimal de Di est lp où p „ ) = 1, voir IÏÏ21 Problème 2 p. 276]. 

2 Par exemple si n = ni = 2, on identifie n c à C | J 1 ) ' ^ ^ ^ ( ^ ^ et on 

identifie un vecteur de C 2 avec une forme linéaire sur l'algèbre des matrices diagonales de 
M 2 (C). 
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Théorème 3.1.1 (Classification de Langlands pour GL(n,M.)) Pour G = 
GL{n, R). 

1. Si les paramètres tj de (cri, . . . , oy) vérifient 

n^Reti > n 2 1 Ret 2 > ■■■> n~ 1 Ret r , (3.1.7) 

alors I(<J\, ■ ■ ■ , oy) a un unique quotient irréductible, son quotient de 
Langlands, que l'on note J{o~\, . . . , oy). 

2. Toute représentation admissible irréductible de G est infinitésimalement 
équivalente à une représentation J{o~\, . . . , oy). 

3. Deux représentations J(o~i, . . . , oy) et J(o' l7 . . . , a' r ) sont infinitésimalement 
équivalentes si et seulement si r — r' et il existe une permutation j(i) de 
{1, . . . , r} telle que a[ — o~j^ pour 1 < i < r. 

On peut de la même manière classifier les représentations irréductibles ad- 
missibles de GL(n, C). Dans la suite de cette section, nous notons G = GL(n, C) 
et K = U (n) un sous-groupe compact maximal. 

Rappelons que tout caractère (non nécessairement unitaire) de C* s'écrit 
z i— > z p z q où p, q € C et p — q G Z. Le caractère est unitaire si, et seulement si, 
Re(p + q) = 0. Posons t% = Pi + qi . Pour tout j = 1, . . . , n, soit aj un caractère 
de C*. Alors (oi, . . . , oyj définit, par produit tensoriel, une représentation de 
dimension un du sous-groupe des matrices diagonales de G, que l'on étend, par 
l'identité, en une représentation de dimension un du sous-groupe B des matrices 
triangulaires supérieures dans G. On pose alors : 

I(a%, . . . ,oy.) = indf (cti, . . . ,oyJ, (3.1.8) 

où l'induction ci-dessus est unitaire. 

D'après |H2I Proposition 8.22], la représentation définit par H3.1.8J1 admet un 
caractère infinitésimal 

(pi,...,p„) x {q x ,...,q n ) eC" x C n , (3.1.9) 

où le vecteur (|3. 1.9(1 de C" x C™ obtenu est vu comme une forme linéaire sur 
la complexification de la sous-algèbre de Cartan constituée des matrices com- 
plexes diagonales que l'on considère comme une algèbre réelle par restriction 
des scalaires de C à R 3 . 

Théorème 3.1.2 (Classification de Langlands pour GL(n,C)) Pour G = 
GL{n,C). 

3 Autrement dit dans notre cas C se plonge dans C x C par p : z h- > (z, z), puis l'application 
(u,v) ^> ( u i^ v , u ~ v ) réalise un isomorphisme entre C x C et une K-algèbre dont les points 
réels s'identifient à l'image de p. On obtient ainsi des coordonnées naturelles pour la complex- 
ification de C. Dans ces coordonnées le caractère infinitésimal, de la représentation z i— > z p z q 
sont (p, q). 
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1. Si les paramètres tj de (cri, . . . , a n ) vérifient 

Ret x > Ret 2 > . . . > Ret n , (3.1.10) 

alors I(o~i, . . . , a n ) a un unique quotient irréductible, son quotient de 
Langlands, que l'on note J(<7i, . . . , <r n ). 

2. Toute représentation irréductible admissible de G est infinitésimalement 
équivalente à une représentation J(<7i, . . . , u n ). 

3. Deux représentations J(cri, ■ . ■ , a n ) et J(a[, . . . , a' n ) sont infinitésimalement 
équivalentes si et seulement s'il existe une permutation de {1, . . . , ri} 
telle que o~[ — o~j(i\ pour 1 < i < n. 

Nous renvoyons au livre de Knapp |02| pour une démonstration de ces 
Théorèmes. 



3.2 Correspondance de Langlands locale 

Le groupe de Weil de M, noté Wr, est l'extension de C* par Z/2Z (le groupe 
de Galois de C sur M) : 

W R =C'UjC*, 

où j 2 = —1 et jcj^ 1 — c. Dans cette section nous décrivons la correspon- 
dance de Langlands locale pour GL(n,M) i.e. une bijection entre l'ensemble des 
classes d'équivalence de représentations complexes semi-simples de dimension 
n de Wr et l'ensemble des classes d'équivalence de représentations admissibles 
irréductibles de GL(n, M). On va donc s'intéresser aux représentations semi- 
simples du groupe de Weil de M. 

Il existe une suite exacte naturelle 

1 -► U -> W R ^ R* -> 1 

donnée par 

z \ z \c = zz (z (z C*) 

j -1) 

et donc le noyau est {z 6 C* : \z\ = 1}. Si \z\ = 1, on a z = w/w — w(Jwj ) 
qui est égal au commutateur [w,j] — wjw~ 1 j~ 1 . Donc U s'identifie au groupe 
dérivé de Wr. 

Par conséquent, les caractères abéliens de Wr sont de la forme w t— > x{u(w)) 
où x es t un caractère de M*. Les représentations de dimension un sont donc 
paramétrées par un signe et un paramètre complexe t comme ci-dessous : 

(+,i): ¥>(z) = Mh et ^(i) = +li ( o 0U 
(-t): = et V {j) = -l. {6 - ZA) 

Considérons maintenant une représentation irréductible r de Wr sur un es- 
pace V, de degré > 2. Alors rie* est complètement réductible, donc somme 
directe de caractères. Si x es t un caractère de C*, soit 



V(x) = {v <EV : z.v = x(z)v}. 
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Puisque jzj^ 1 = z(z£ C*), la somme directe V(x) © ^(x ct )j ou X a ( z ) — x(z)> 
est stable par Wr. Par conséquent, il existe au plus un couple de caractères 
{XiX a } dans la décomposition de V. 

Si X — X° ■> d'après le paragraphe au-dessus de 1)3. 2. f|) \ s'étend en un car- 
actère abélien x' de Wr. Alors r <g> (x') _1 es t une représentation irréductible de 
Wr, triviale sur C*, donc représentation de Wr/C* = {±1}. Elle est donc de 
dimension 1, et r est un caractère, décrit dans l|3.2.f|) . 

Si x ^ X° i soit v e V{x). Alors r{j)v £ V(x a ) donc v et r(j)v sont 
indépendants. Alors, l'espace (v,r(j)v) est stable par Wr = (j,C*). Donc r 
est de dimension 2, donnée dans cette base par les matrices 



J 



x(-i) 



1 



C'est la représentation de Wr induite à partir du caractère x de C*. Nous 
avons donc obtenu que les classes d'équivalence de représentations irréductibles 
tp : Wr — > GL(2, C) sont classifiées par les paires (l,t) avec l un entier > 1 et t 
dans C; à chaque paire (l,t) correspond la classe d'équivalence du morphisme 
suivant : 



tp(ré B ) 



(/,*) : ^ et 



r 2t e iW 



2t 

r i 



(3.2.2) 



Soit maintenant tp une représentation complexe semi-simple de dimension n 
de Wr. La liste des dimensions des composantes irréductibles de tp donne une 
partition de n comme somme de 1 et de 2 que l'on note (ni, . . . , n r ). Soit (fj la 
composante irréductible de <p correspondante à l'entier nj . À tpj on peut associer 
une représentation a.j de GL(rij,WL) de la manière suivante : 

(+, t) dans ijïïni) i * 1 <g> |.|*> dans 

(-.t) dans ijïïni) i * sgnig) dans (ET2J), (3.2.3) 
(Z,t) dans l|3~2~2l) i-> A (g) |det(.)| K dans ipTL"3jl , 

De cette façon, on associe à la représentation tp un r-uplet (cri, ■ ■ ■ , <?>). De plus, 
quitte à permuter les Oj, on peut supposer que (|3.1.7|l est vérifiée. Le Théorème 
13. 1 . Il permet donc de définir l'application : 

tp ps.(<p) = J(<ri,. ..,oy) (3.2.4) 

et implique le : 
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Théorème 3.2.1 (Correspondance de Langlands locale pour GL(n,M.)) 
L'application {3.2.$ définit une bijection entre l'ensemble des classes d'équivalence 
de représentations complexes semi-simples de dimension n de Wr et l'ensemble 
des classes d'équivalence de représentations admissibles irréductibles de GL(n,R). 

Remarquons de plus que la classification de Langlands implique l'équivalence 
des trois assertions suivantes : 

1. le paramètre if est tempéré, i.e. est borné; 

2. Re(ti) = ... =Rc(i r ) =0; 

3. la représentation pr(</5) est tempérée. 

Dans la suite nous décrivons l'analogue du Théorème 13 . 2 . Il pour GL(n,C). 
Le groupe de Weil de C, noté Wc, est donné par Wc — C*. 

Une représentation semi-simple de dimension n de Wc, X: est donc donnée 
par n (quasi-)caractères Xli ■ ■ • i Xn où Xi ( z ) = z Pi (z) qi ■ Comme plus haut posons 
U = pi ^ qi . Quitte à permuter les Xi> on peut supposer que l|3.1.1Ufl est vérifiée. 
Le Théorème 13.1.21 permet donc de définir l'application : 



et implique le : 

Théorème 3.2.2 (Correspondance de Langlands locale pour GL(n, C)) 
L'application \3.2.ty) définit une bijection entre l'ensemble des classes d'équivalence 
de représentations complexes semi-simples de dimension n de Wc et l'ensemble 
des classes d'équivalence de représentations admissibles irréductibles de GL(n, C). 

Enfin, remarquons que là encore la classification de Langlands implique que 
les trois assertions suivantes sont équivalentes : 

1. le paramètre x est tempéré, i.e. borné; 

2. Re(ii) = ... =Rc(t n ) = 0; 

3. la représentation pc(x) est tempérée. 

3.3 Un peu de fonctions L 

3.3.1 Caractères de Dirichlet et adèles 

Pour simplifier nous commençons par quelques rappels sur ces notions en se 
plaçant sur le corps Q, mais tous ces résultats admettent un analogue dans le 
cas d'un corps de nombres quelconque. 

Soit n un entier supérieur ou égal à 1. Soit xo u n caractère du groupe multi- 
plicatif fini (Z/îiZ)*, i.e. un morphisme de groupe à valeurs dans le cercle unité. 
On appelle caractère de Dirichlet de module n toute application x obtenue à 
partir d'un caractère xo comme ci-dessus par l'extension à Z : 



X ^ PC(X) = J(Xl> ■■■,Xn) 



(3.2.5) 




si (a, n) ^ 1, 

Xo( a mod n) si (a, n) = 1. 



3.3. UN PEU DE FONCTIONS L 



29 



Nous dirons de plus que \ est primitif de conducteur n si \ ne provient pas par 
composition d'un caractère de (Z/<iZ)* où d divise n. 

Dans la suite nous allons ramener en partie l'étude du spectre des formes 
différentielles des variétés hyperboliques complexe arithmétiques à l'étude du 
spectre des formes différentielles des revêtements de congruence de 

SL(n, Z)\SL(n,R)/SO(n). 

Ce lien est prédit par la fonctorialité de Langlands, dont nous décrirons quelques 
cas particuliers dans les prochains chapitres. 

Nous voulons donc étudier les formes différentielles sur l'espace symétrique 

X = SL(n,R)/SO(n) 

invariantes par rapport à un sous-groupe de congruence de SL(n,Z) et ce si- 
multanément pour différents sous-groupes de congruence. Rappelons qu'un sous- 
groupe de congruence de SL(n, Z) est un sous-groupe de SL(n, Z) qui contient 
un sous-groupe Tn = {M G SL(n, Z) : M = I n (mod N)}, pour un certain 
entier N > 1. A chaque inclusion f C T de sous-groupes de congruence corre- 
spond une projection de revêtement T'\X — > T\X. Puisque le nombre de classes 
d'idéaux de Q est 1, le théorème qui suit montre que la limite projective de ce 
système, 

lim proj r r\X = SL(n, Q)\SL(n, A) / SO{n, M), 

où A est l'anneau des adèles de Q. Ainsi l'introduction des adèles permet de 
transformer l'étude du spectre des quotients de congruence de X en l'étude 
d'un certain espace de fonctions sur un espace de classes à droite et à gauche 
du groupe SL(n,Â). 

Dans la suite nous notons F un corps de nombres et A son anneau des adèles. 
Soit S = 5*00 U Sf l'ensemble des places de F, réunion des places archimédiennes 
et des places finies de F. Si v e S, nous notons F v la complétion de F en 
la place v ; si v est non-archimédienne, nous notons o„ l'anneau des entiers de 
F v . Nous notons A/ l'anneau des adèles finis et Foc le produit de toutes les 
complétions archimédiennes de F. Nous supposerons une certaine familiarité 
avec la définition de l'anneau des adèles, sa topologie, et le fait que F C A est 
un sous-groupe discret, avec un quotient A/F compact. 

Théorème 3.3.1 (Théorème d'approximation forte) Soit F un corps de 
nombres. 

1. SL{n, Foo)SL{n, F) est dense dans SL(n,A). 

2. Soit Kq un sous-groupe compact ouvert de GL(n, A/). Supposons que l'im- 
age de K dans par le déterminant soit Y\ v( ^ Soa o*. Alors le cardinal 
de 

GL(n, F)GL(n, F 00 )\GL(n, A)/K 
est égal au nombre de classes d'idéaux de F. 
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Dans le premier chapitre on a ramené l'étude du spectre des formes différentielles 
sur les quotients T\X à l'étude de certaines représentations irréductibles uni- 
taires du groupe SL(n,M), celles apparaissant dans le spectre automorphe. Les 
adèles permettent de voir chacune de ces représentations comme la "représentation 
à l'infini" d'un seul et même groupe, le groupe SL(n, A). Il sera en fait plus com- 
mode de considérer le groupe GL(n,A). 

Nous dirons d'une représentation unitaire irréductible de GL(n,A) qu'elle 
est automorphe si elle apparait comme sous-représentation de la représentation 
régulière droite dans L 2 (GL(n,F)\GL(n,A)). Remarquons qu'en général une 
représentation automorphe n'apparait pas discrètement, ce problème peut-être 
éviter en ne considérant que des représentations cuspidales pour la définition 
desquelles nous renvoyons à [TÏÏj . 

On appelle caractère de Hecke un caractère continu x de A* / F* , où F est 
un corps de nombres et A son anneau des adèles. Si v est une place non- 
archimédienne de F, on dit que x es t n on ramifié en v si Xvi 1 & composée 
de x et de l'inclusion naturelle F v A, est triviale sur o*. Dans le cas contraire 
on dit que x es t ramifié env. Il est facile de vérifier qu'un caractère de Hecke 
est non ramifié en presque toutes les places. Lorsque F = Q, il découle de la 
description de A*/Q* que les caractères de Hecke correspondent aux caractères 
primitifs de Dirichlet de la façon suivante. 

Proposition 3.3.2 1. Supposons que F — Q et que x es t un caractère de 
A* /F* . Il existe alors un unique caractère xi d 'ordre fini de A* / F* et un 
unique nombre imaginaire pur X tel que x( x ) — X\{^\ x \- 

2. Supposons que F = Q et que x est un caractère d'ordre fini de A* / F* . // 
existe alors un entier N dont les diviseurs premiers sont exactement les 
places finies de Q en lesquelles x est ramifié, et un caractère primitif de 
Dirichlet xo modulo N tel que si p est un nombre premier ne divisant pas 
N, alors xo(p) — Xp{p)- Cette correspondance x l_+ Xo est une bijection 
entre les caractères d'ordre fini de A* /F* et les caractères primitifs de 
Dirichlet. 

3.3.2 Fonctions L 

Soit F un corps de nombre et A son anneau des adèles. La théorie de Lang- 
lands veut associer à chaque représentation automorphe de GL(n,A) une fonc- 
tion L donnée comme produit eulérien de facteurs L élémentaires, un pour 
chaque place de F. D'après un théorème de Jacquet-Langlands jSJ et Flath 
j2U, toute représentation irréductible admissible de GL(n,A) est un "produit 
tensoriel restreint" n = <gnr v de représentations de GL(n,F v ) où v décrit les 
places de F (y compris les places archimédiennes) . D'après Godement- Jacquet 
02] on peut associer à ir une fonction 



L(ir, s) = Y\_L(ir v , s). 

V 
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Pour v finie, L(tt v , s) est un facteur eulérien du type usuel. Pour v infinie, c'est 
un produit de fonctions T. (Godement- Jacquet considéraient les ir cuspidales, 
le cas général est traité par Jacquet 

En fait, on peut associer à ir une famille de fonctions L, associées à des choix 
de vecteurs dans l'espace de la représentation et à des fonctions auxiliaires. Nous 
aurons besoin de considérer la fonction L ayant à toutes les places le bon facteur 
prédit par la fonctorialité de Langlands j^S]. Ceci est obtenu par Jacquet |55|. 
Pour les places archimédiennes, d'après le §3.3, la représentation n v est associée 
à une représentation de degré n de Wc ou Wr. Il suffit donc d'écrire les facteurs 
locaux associées à celle-ci, et ceci est décrit par la proposition suivante. 

Proposition 3.3.3 (Facteurs L x pour GL(n,M)) Soitn = pr(^) une représentation 
de GL(n,R). Le facteur L^, L(tt, s) = L((p, s) est le produit des L(ipj, s) où les 
ifj sont les composantes irréductibles de ip. Et si (p est irréductible, on a : 

si <p est donnée par (+,t) dans |5*. 2.1}) . 
si p est donnée par (— ,t) dans $3.2.1\) . 
si p est donnée par (l,t) dans HH.2.2\) . 

Proposition 3.3.4 (Facteurs L x pour GL(n,C)) Soitn = pc(x) une représentation 
de GL(n, C). Le facteur L^, L(tt, s) = L(x, s) est le produit des L{xj, s) où les 
Xj sont les caractères composant x- Et si x es ^ un caractère du type x{ z ) = 
z p (z) q , on a : 

L( X , s) = 2(27r)-( s+max ( p ^»r (s + max(p, q)) . 



3.4 Dual unitaire 

3.4.1 Représentations de Speh 

Soit F un corps égal à 1 ou C. Soit r un entier égal à 1 si F — C et égal 
à 1 ou 2 si F = K. Soit S une représentation de la série discrète unitaire de 
GL(r, F). Ceci équivaut à ce que 

- S(z) = z p{zY avec Re(^) = si F = C, 

- S = 1 g) ou sgn <£> avec dans les deux cas Re(t) = si F = K et 
r = 1 et, 

- ô = Di ® |det(.)|^ si F = R et r = 2. 

Soit n — mr un multiple de r. On note ô\.\ s (s € C) la représentation de 
GL(r,F) donnée par 5(g)\det(g)\ s F . Considérons la représentation de GL(n 7 F) 
unitairement induite à partir de 

^l.l^l.l^,...,^!^). 

D'après les Théorèmes 13.1.11 et 13.1. 2| elle admet un unique quotient de Lang- 
lands. On le note Sp(ô,m). 

Théorème 3.4.1 (Speh [91j) La représentation Sp(ô,m) est unitaire. 



L((p,s) 



2(27r)-( s+t +^r(s + t + |) 
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3.4.2 Séries complémentaires 

Si V : n = ni + . . . + n r (rii > 0) est une partition de n, on note P 
le parabolique associé, formé des matrices triangulaires supérieures par blocs. 
Son sous-groupe de Levi est M = GL(ni,F) x . . . x GL(n r ,F). Si Wi est une 
représentation irréductible de GL(rii, F), on note (de façon cohérente avec les 
notations de la première section) (7Ti, . . . ,ir r ) la représentation de P obtenue 
par extension triviale à P de la représentation tensorielle ni (g) . . . <g) ir r de M. 

Soit Sp(S,m) une représentation de Speh pour GL{n, F), n — mr. Dans 
GL(2n,F), 

(Sp(6,m)\.\ a ,Sp(ô,m)\.f) 

définit une représentation du sous-groupe parabolique associé à la décomposition 
2n = n + n. 

Théorème 3.4.2 (Vogan |96j) PourO < a < \, la représentation de GL(2n, F) 
unitairement induite à partir de 

(Sp(ô,m)\.\ a ,Sp(ô,m)\.\- a ) 

est irréductible et unitaire. 

Soit V(ô, m, a) la représentation ainsi définie. 

3.4.3 Classification 

Théorème 3.4.3 (Vogan [96j) 1. Soit 7r une représentation unitaire de 
GL(n, F). Alors, il existe une partition n = m\r\ + . . .+TO s r s +2(7Ti s _|_ir s -|_i-|- 
. . . + m s +tTs+t)t des représentations 8% de la série discrète de GL(ri,F) 
(i = 1, . . . , s) et des réels < a; < \ (i = s + 1, . . . , s + t) tels que n soit 
équivalente à Vinduite unitaire de 

(Sp(ôi, mi), . . . , Sp(ô s , m s ), V(ô a+1 , m s+1 , a s+1 ), V(ô s+t ,m s+t , a s+t )). 

2. Cette expression est unique, aux permutations près des (5i,mi) (i < s) et 
des (ôj,mj,aj) (j > s). 

Le Théorème ci-dessus implique que si les tj sont les paramètres complexes, 
comme dans (|3.1.7f) ou <|3.1.1Ufl . d'une représentation unitaire de GL(n, F) alors : 

{<7> = {-**}• (3-4.1) 

Enfin, remarquons que le Théorème de classification de Vogan permet (cf. 
jH]) de redémontrer que pour une représentation unitaire générique (ce qui est 
le cas de toute représentation automorphe cuspidale) les tj comme ci-dessus 
vérifient : 



\Re(t 3 )\ < -. 



(3.4.2) 
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3.4.4 Retour sur les représentations de Speh 

Il est intéressant de noter que la construction de Speh est assez générale 
dans le sens qu'elle ne nécessite pas réellement que S soit une représentation de 
la série discrète. 

Plaçons nous, pour simplifier, sur le corps C. Soit a un entier > 1 et r 
une représentation (unitaire) de GL(a,C). Enfin soit n — ab un multiple de 
a. Comme au-dessus notons r|.| s (s e C) la représentation de GL(a,C) donnée 
par T(g)\det(g)\f : . On introduit alors la représentation de GL(n, C) unitaircment 
induite à partir de 

(r|.|^,r|.|^,...,r|.|^). (3.4.3) 

D'après les Théorèmes 13.1.11 et 13.1. 2| elle admet un unique quotient de Lang- 
lands, on le note 

J(r,6). 

Ces représentations, nous le verrons, jouent (conjecturalement au moins) le 
rôle de pavés élémentaires dans la description du spectre automorphe. Concluons 
ce chapitre par le calcul du caractère infinitésimal d'une telle représentation. 

Supposons que le caractère infinitésimal de la représentation r soit 

(A, / i) = ((A 1 ,...,4( w ,..., /1 „))eCxC 

toujours dans la paramétrisation d'Harish-Chandra, cf. §1.3. Alors, d'après |621 
Proposition 8.22], le caractère infinitésimal de J(r, b) est 

b- 1 , 6-3 , 1- & w b-1 1 -&ss 

((A + A + ■ • • , A + — -), (m + — , . . . ,n + — -)) (3.4.4) 



(vecteur de C n x C"). 



Chapitre 4 

Représentations de J7(n, 1) 



Soit G = U(n, 1) le sous-groupe de GL(n + 1, C) laissant invariante la forme 
hermiticnne : 

|zi| + . . . + |z„| - p n+ i| . 
Soit K = U(n + 1) ("1 G = U(n) x U(l). L'algèbre de Lie g de G est : 

fl0 = {M e M(n,C)/ *M/„,i + / n ,iM = 0}, 




L'algèbre de Lie t de K est : 

S)/^M,*Â + A = o}. 

La décomposition de Cartan correspondante est : 

flo = Éo©Po, 

où 

Po = {é(*)= ( ^ ) AeM nil (C)}. 

Cette décomposition est orthogonale relativement à la forme de Killing 

B(X,Y) = ±Tr(XY) (4.0.1) 

sur go • Pour cette normalisation de la forme de Killing les courbures sectionncllcs 
de l'espace symétrique associé (l'espace hyperbolique complexe) sont comprises 
entre —4 et —1, cf. deuxième partie. 

Soit Ad la représentation adjointe de G. Puisque tout élément de K peut 
s'écrire 

*=( w )' U€U(n),v€U(l) 
35 
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le groupe K agit sur p — C" par Ad(k)X = UXv 1 , et cette action préserve 
la structure complexe naturelle J. On en déduit donc la décomposition 

p = p <8 C = p+ © p_ avec p* ± = = p T , (4.0.2) 

comme if-modules. Pour < r < 2n, soit 

T r := A r (Ad+ Ad_) S A r (Ad© Ad) 

la représentation de K sur A r p = A r (p + 0p„). Il est bien connu JS] (décomposition 
de Hodge) que chaque représentation r r se décompose en 

OÙ 

t Pi9 := A p À~d (g) A ? Ad 

est la représentation de K sur A P:9 p = A p p_ <g) A g p + . Via la formule de Mat- 
sushima, la décomposition de Lefschetz de la cohomologie d'une variété hy- 
perbolique complexe découle de la décomposition de la représentation r p , q en 
irréductibles. D'après JHj, on obtient : 

T p,q = ®k=0 P ' 1 ' >T p-k,q-ki (4.0.3) 

où pour chaque couple d'entiers positifs de somme i + j < n, t-j est une 
représentation irréductible. 



4.1 Classification de Langlands 

Commençons par quelques notations. Soit 




Ho = n _i e p . (4.1.1) 



Alors a :— M.Ho est un sous-espace de Cartan (i.e. abélien maximal) dans po, et 
le sous-groupe de Lie correspondant de G est paramétré par les éléments : 

(cosh t 
I n -i 
sinhi 

où t e M. 

Soit a G dp définie par a(tH ) = t. Alors i?(g ,ao) = {±a,±2a} est un 
système restreint de racines de (q , <*o) avec un sous-système positif R + (g , a ) = 
{a, 2a}. On utilisera dorénavant l'identification : 

a* ^ C, 
sa i ► s. 
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Soient no = (flo)a © (00)2» la somme des espaces propres des racines strictement 
positives, N le sous-groupe de Lie de G correspondant et p la demi-somme 
des racines dans i? + (go)&o), comptées avec multiplicités. Alors p — na (dim 
(fjo)a = 2(rt— 1) et dim (90)20 = 1)- Soit M le centraliseur de A dans K. Alors : 

f / e w \ 
M = \ [ [/ : 9 e M. et U € U(n - 1) 
[ \ e i9 / 

Nous notons P = Af AiV le sous-groupe parabolique (minimal) usuel de G. Etant 
donnés cr£MetseC = a*, l'application : 

(cr (g) e s (g) l)(ma{ïi) = e B a(m) 

définit une représentation de P dans V^. Nous notons n ajS V induite unitaire de 
cette représentation i.e. l'action de G sur l'espace 

ft CT>s = L 2 (G, MAN, a®e s ®l) 

:= {/ • G ► : /(xma t n) = e-^+^VCm)" 1 /^) et f ]K G L 2 (K)} 

par translation à gauche : 7r a - iS (g)f(h) = f(g~ 1 h). Remarquons que, comme 
.ftf-module, chaque Tt a , s est isomorphe (pour tout s) à l'espace L 2 (K,M,a) des 
fonctions / de carré intégrable sur K telles que f(km) = a(m~ 1 )f(k). 

Puisque go et Éo ont même rang n, le groupe G admet une série discrète 
de représentations i.e. des représentations irréductibles unitaires dont les coef- 
ficients matriciels sont dans L 2 . 



4.1.1 Représentations induites de P 

Dans cette sous-section nous revenons sur les représentations induites de P 
pour déterminer leurs fC-types. 

Puisque Tic, s est L 2 (K, M, a), vue comme if-module, le théorème de réciprocité 
de Frobenius nous dit que 

Homif (H a , s, V T i ) = Homjv/fV',,, V T i ) pour tout s G C. 

On doit donc comprendre comment la représentation r' p q se restreint à M. Ceci 
est classique, nous suivons ici l'article ÏÏ7\ de Pedon. 

Soit f)o (resp. to) la sous-algèbre de Cartan de to (resp. trio) constituée des 
éléments diagonaux. Pour chaque entier 1 < i < n + 1 , soit Si la forme linéaire 
sur f) définie par £j(diag(/ii, . . . , h n+ i)) = hi. Nous conservons les mêmes nota- 
tions pour leurs restrictions à t. Les racines pour les paires (È, f)) et (m, t) sont, 
respectivement, 



R K := R(i, t)) = {e i -e j : l<i^j< n}, 
Rm := R(m, t) = {e i -e j : 2<i^j< n}, 



(4.1.2) 
(4.1.3) 
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et les systèmes positifs correspondants (pour l'ordre lexicographique) sont : 

R+={e i -e j : 1 < i < j < n}, (4.1.4) 

Rm = {^- £ j : 2 < i < 3 < «}• (4- 1 - 5 ) 

Les poids de la représentation adjointe Ad de K sont les Si — e n +i, avec 
comme vecteur de poids correspondant pour 1 < i < n. On en déduit que 
les plus hauts poids des représentations irréductibles A p Ad et A ? Ad de K sont, 
respectivement, 

n q 

MAPÂd = - X! £k + P £n + 1 et A*A«Ad = £k - q£n+l- 
k— n— p+1 k—1 

D'où il découle, à l'aide de Lemme 4.9, Chapitre VI], que le plus haut poids 
de Tp q est : 

q n 

^ q =^2ek- £k + (p - q)£n+i- (4.1.6) 

k— 1 k— n— p+1 

D'après le Théorème 4.4], on a génériquement 1 

( T p,q)\M = a p,q © a p-l,q © °"p,g-l ffi fp-X.g-li 

où chaque cr aj {, est une représentation irréductible de M de plus haut poids 

a b b+1 n 

M<r , 6 = — y~ (£i+£n+i) + X] £fc_ £fc - ( 4 - 1J ) 

4.1.2 Série discrète 

Revenons maintenant sur les représentations de la série discrète. 
Comme à la section précédente, soit fjo C Ïq C go la sous-algèbre de Cartan 
constituée des matrices diagonales. Avec les notations ci-dessus, 

R G :=R(g,t)) ={e i -e j : l<^j<n+l}, 

alors que Rk et R^ sont respectivement définis en (|4.1.2f> et l|4. 1.4(1 . Le groupe 
de Weyl Wg (resp. Wk) est le groupe des permutations de n + 1 (resp. n) 
éléments. Il y a donc n + 1 sous-systèmes positifs de Rg qui sont compatibles 
avec R~^. On choisit 

R% = {si - Ej : 1 < i < j < n + 1}. 

On obtient alors chaque système positif compatible de la façon suivante. Soit 
s/3 la réflexion relative à la racine /3, on pose 

n 

Wj — s £jc _ £ji+1 pour chaque Q < j < n — 1, et w n = id. 

k=j+l 

1 Ce qui signifie que l'on demande que a a b = si min(a, b) < ou si max(a, b) > n — 1. 
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Alors Wk\Wq = {WkWj : < j < n} et les n + 1 sous-systèmes positifs 
de Rq compatibles avec R K sont exactement les Wj.Rq, avec < j < n. Les 
sommes de racines positives sont : 

n+i 

2Ô G = J](n + 2-2fc)£ fc , (4.1.8) 
fc=i 



2^ = ^(n + 1 - 2fc) £fe . (4.1.9) 
fc=i 

Un résultat classique d'Harish-Chandra, cf. |621 Théorèmes 9.20 et 12.21] 
par exemple, affirme que les représentations de la série discrète de G sont, à 
équivalence près, uniquement déterminées par leur paramètre d'Harish-Chandra 
WjX, où A £ (ïf)o )' est tel que A + 5g est analytiquement intègre et H)q est la 
chambre de Weyl positives dans zf)o correspondant à Rq. Nous notons tt w ,a la 
représentation de la série discrète correspondante. 

Toujours d'après le |62l Théorème 9.20] , la restriction à if de la représentation 
ftwjX contient avec multiplicité un la représentation de plus haut poids 

w j X + w j ô G -2ô K . (4.1.10) 

De plus, tout plus haut poids d'un if- type de ir Wj \, est de la forme 

Wj A + Wjôc — 25k + n a a, 

où les n a sont des entiers > 0. 

Le fait suivant fait partie du "folklore" mais n'est à notre connaissance pas 
facile à trouver explicitement écrit dans la littérature. Dans notre cas le fait 
suivant peut-être vérifié à la main, la démonstration que l'on propose, valable 
en toute généralité, est tirée de la thèse de Pedon 2 . 

Fait. Les représentations TV Wj s G sont exactement les représentations de la série 
discrète de G qui contiennent un if -type intervenant comme sous-représentation 
de la représentation r r de K pour un certain entier < r < n. De plus r doit 
alors être égal à n. 

En effet, soit ir Wj x une représentation de la série discrète de G. Puisque 
A + 5g est intègre et dans la chambre de Weyl positive (îfj + )' , on a A + Ôg = 
^2aeR + TO a a avec chaque m a G N*. D'un autre côté, on a par définition, 
J2 a eR + a = 2Ôg- Donc, A' := A — Sq = J2 a eR + ( ma ~ appartient au réseau 
positif engendré par Rq. 

Rappelons que tout plus haut poids d'un if -type de n Wj \ est de la forme 
WjX' + w,j25q — 25k + J2 a eR + "n"' ou l es n a son t des entiers > 0. 

2 On remercie Parthasarathy et Gaillard de nous avoir envoyé des démonstrations différentes 
de ce fait. 
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Considérons maintenant la représentation r r pour un certain entier < 
r < n. Puisque p se décompose en sous-espaces de racines 2a de dimension 
1, les poids de r r sont toutes les sommes possibles de p racines distinctes non 
compactes a <E Rg \ Rk- En particulier fij — Y^ a e(w- r + )\r + a = Wj2ôo — 25k 
n'apparait que comme plus haut poids d'une sous- représentation de t„, et tous 
les autres plus hauts poids de r v appartiennent à \Xj — ^2 aGR + k a a, où les k a 
sont des entiers > 0. 

Il découle de tout ceci que ir Wj \ et r r n'ont pas de K-type en commun, sauf 
lorsque A = 5q et r — n. 

Si l'on note r flj la représentation irréductible de K de plus haut poids 

(ij = Wj2Sc — 25 k- 

Celle-ci intervient à la fois comme if- type minimal de ir Wj s G et comme sous- 
représentation de la représentation t„ de K. 

Concluons cette sous-section, en remarquant qu'un calcul simple montre que 

j n 

(J>j =^2^k- ^2 £ k + {n~ 2j)e n+1 

fe=l fe=j+l 

et donc que 

T H = T 'n-j,j P° ur — J — n - 

4.1.3 Caractères infinitésimaux et action du Casimir 

Commençons par remarquer que le |62l Théorème 9.20] affirme qu'une représentation 
ir Wj \ dans la série discrète de G admet un caractère infinitésimal égal à A (dans 
la paramétrisation d'Harish-Chandra rappelée au premier chapitre). En partic- 
ulier, les 7T Wj s G sont exactement les représentations de la série discrète de G qui 
ont un caractère infinitésimal trivial. On a donc : 

Tr Wj 8 G (C) = 0, 

où C désigne le Casimir. 

La formule de Plancherel, démontrée par Harish-Chandra, spécialisée dans le 
cas du groupe G implique que le laplacien de Hodge-de Rham n'a pas de valeurs 
propres discrètes autre que la valeur propre (avec multiplicité infinie) sur les 
formes différentielles de degré n, cf. |77|. On peut en particulier en déduire que 
le seul degré où le groupe de cohomologie I? réduite de Xq est non trivial est 
le degré n. Ce théorème peut aussi se démontrer à l'aide de méthodes purement 
géométriques comme celles développées dans le Chapitre 14 de la deuxième 
partie, cette approche est duc à Donnclly et Fcfferman. 

Nous allons maintenant déterminer les caractères infinitésimaux des représentations 
induites du paraboliques P = M AN. Soit t la sous-algèbre de Cartan de m con- 
stituée des matrices diagonales. D'après la G2 Proposition 8.22], si a admet un 
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caractère infinitésimal A CT la représentation 7r ffiS admet un caractère infinitésimal 
égal à 

K + s 

par rapport à la sous-algèbre de Cartan a © t. 

Soit \x a le plus haut poids de a et 25m = Y^k=2^ n + 2 — 2k)ek la somme des 
racines dans R M . Alors A CT = fx a + 5m- 

Le Lemme 12.28 de |62| implique que 

7r CT)S (C) = ((A CT + s, A a + s) - (5 G ,5 G ))Id, 

où (., .) est le produit scalaire induit par la forme de Killing B définie en 14.0.1fl . 
Un calcul facile montre alors que 

7r CT)S (C) = -{n 2 - s 2 - {n a ,n a + 2ô M ))Id. 

En particulier, à l'aide de (|4 . 1.7(1 . on obtient : 

-*o v , q AC) = -((n -p-qf- s 2 )Id. (4.1.11) 

Remarquons (voir [JJj pour plus de détails) qu'à l'aide de la formule de 
Plancherel pour G, on peut alors démontrer le théorème classique suivant. 

Théorème 4.1.1 Si pour < p + q < 2n ; on désigne par specA Pi<? le spectre 
L 2 du laplacien de Hodge-de Rham sur les formes différentielles de type (p, q) 
sur l'espace hyperbolique complexe de dimension n. Alors, 



specAp, ç = 



[(n - p - q) 2 , +oo[ sip + q^n, 
{0}U[l,+oo[ sip + q = n. 



À l'aide des deux familles de représentations de G que l'on a décrite ci-dessus, 
on peut décrire toutes les représentations admissibles de G, plus précisemment 
on peut montrer (cf. |62| ) : 

Théorème 4.1.2 (Langlands, Knapp et Zuckerman) Soit a une représentation 
irréductible de M et soit s un nombre complexe de partie réelle > 0. Alors la 
représentation induite Tt a ^ s admet un unique quotient irréductible, son quotient 
de Langlands : J CT S . 

Chaque représentation irréductible admissible de G est soit une représentation 
de la série discrète de G, soit une limite non dégénérée de série discrète, soit 
une induite Tt a ^ s où s G (et l'induite est irréductible) , soit une représentation 
de la forme Ju^ comme ci-dessus. Et ces représentations sont deux à deux non 
équivalentes. 
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4.2 Groupe dual 

Dans cette section nous expliquons la construction du groupe dual de Lang- 
lands associé à G. 

Tout d'abord, le groupe G Xr C obtenu à partir de G par extension des 
scalaires à C n'est autre que GL(n + 1, C). Son groupe dual est le groupe com- 
plexe G = GL(n + 1, C), nous le notons aussi L (G/C). (Pour les motivations de 
cette définition voir |fi7| ; voir aussi le cas des groupes orthogonaux, Chapitre 
6.) 

Le groupe dual L G = L (G/R) du groupe réel G est un produit semi-direct 
G x Gal(C/R) ; G est le groupe GL(n + 1,C), Gal(C/R) opère par automor- 
phismes holomorphes (= algébriques) et la construction tient compte de la 
structure de G comme groupe réel. 

Nous considérons d'abord un groupe différent, le groupe H = U(p + l,p) 
(n = 2p pair) ou H = U(p+l,p+l) (n = 2p+l impair). Le groupe réel H est 
quasi- déployé, c'est-à-dire qu'il existe un sous-groupe de Borel B C H Xr C = 
GL(n + 1, C) défini sur R. Si par exemple n est impair, la matrice 

/ 1 \ 



V -i / 

définissant la forme hermitienne est semblable à la matrice n'ayant que des 
1 sur l'anti-diagonale. Le groupe H = U (J) est donc isomorphe à 

f/(J*) = {g € GL(n + 1,C) : t gJ«g = J«}. 

La conjugaison complexe associée est 

t : g i — ► J* t g~ 1 J* ; 

J* étant antidiagonale, r laisse globalement invariante le sous-groupe de Borel 
B C GL(n+ 1, C) formé des matrices triangulaires supérieures. Même argument 
pour n pair (avec la même matrice J*). 

Soit R(H Xr C, T) l'ensemble des racines positives de GL(n + 1, C) définies 
par B, et A l'ensemble des racines simples; T — (C*)™ +1 est le tore maximal 
diagonal. La conjugaison complexe r opère sur R et A par T a(t) — a(rt), 
(t 6 T). Si {ai, . . . , a n } sont les racines simples, r opère par (ai, . . . , a n ) i— > 
(a- 1 ,..., aï 1 ). 

Puisque H Xr C = G x R C, le groupe H est toujours GL(n + 1, C). On fait 
opérer la conjugaison complexe a G Gal(C/R) de façon holomorphe, sur H, de 
la façon suivante : 
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(a) a laisse globalement invariants T, B, où T est le tore diagonal, B est le 

sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures. 

(b) Soient R, A définis comme ci-dessus mais relativement à T. Alors a opère 

par l'action précédente sur R, A. 

La condition suivante est plus délicate. Choisissons un épinglage de B, c'est- 
à-dire un choix de matrices nilpotentes dans M„ + i(C) = Lie(G) associées aux 
racines simples. On choisira 



Xi = 



V 



o J 



x 2 = 



l o 



V 



0/ 



X n — 



V 



Alors 

(c) a préserve (globalement) {Ai, . . . , A„}. 

On peut vérifier (cf. Borel \VA\) que a est uniquement défini par le choix des 
Xi. Pour notre choix, a est alors de la forme suivante : 

Lemme 4.2.1 Pour g G G = GL(n + 1, C), 

<j(g) = w t g~ 1 w^ 1 



w 



( 



\ 1 



(-1)" \ 



Noter que 



= MF 



(4.2.1) 



Revenons enfin à G. Le groupe G est forme intérieure de H, Le., la conjugai- 
son complexe gq de G(C) = GL(n + 1, C) définie par G est conjuguée à r = au- 
(Si J\ t n est la matrice de la forme hermitienne définissant G, la première est 
g Ji^g -1 J\,n et la seconde est g i— » J*g _1 J.) Par définition (Langlands |^7). 
Borel [S|), le groupe dual L G s'identifie à L H = GL(n + 1,C) x Gal(C/M) où 
(j opère comme dans le Lemme 14.2.11 

Nous aurons besoin de quelques notions simples relatives aux groupes duaux. 
Notons que L G est par construction un groupe réductif complexe (non connexe). 
Un sous-groupe parabolique L P de L G est un sous- groupe P x Gal(C/R) où 
P C G est un sous-groupe parabolique. Il revient au même de dire que c'est 
le normalisateur dans i G de P où F C G est un sous-groupe parabolique 
globalement invariant par a. 
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Rappelons qu'un sous-groupe parabolique P de G est conjugué à un unique 
parabolique standard, i.e., contenant B. Il en résulte qu'un sous-groupe parabolique 
L P est conjugué à un unique parabolique contenant L B = B X Gal(C/R). 

Enfin soit Pq un sous-groupe parabolique de G (donc défini sur R). Alors 
P = Po Xr C est un sous-groupe parabolique de GL{n + 1, C) défini sur R. La 
classe de conjugaison de P, en particulier, est définie sur R. On en déduit [T3"| 
qu'on associe à P un unique sous-groupe parabolique standard L P contenant 
L B. Pour notre groupe G = U(n, 1) on vérifie alors : 

Lemme 4.2.2 Les paraboliques standard L P D L B provenant de G sont : 

1. Le groupe dual L G. 

2. Le normalisateur de P = C* x GL(n — 1, C) X C* X N (où N est le radical 
unipotent). 

Dans (2) P est l'ensemble des matrices triangulaires supérieures par blocs de 
la taille indiquée. Un parabolique L P provient de G si le parabolique standard 
associé a cette propriété. Le Lemme se déduit de Borel §3]. Langlands 
appelle de tels paraboliques "pertinents" (relevant) . 



4.3 Paramètres de Langlands 



Un paramètre de Langlands pour G est un homomorphisme de groupes (p : 
i — > L G tel que 

Le morphisme <p rend commutatif le diagramme 

Wr ^ L ° (4.3.1) 

Gal(C/R) 



L'image ^(W c ) = <^(C*) C G = GL{n + 1, C) (4 g 2) 

est formée d'éléments semi-simples. 



Si L P C L G est un parabolique contenant <p{W-g), 
L P provient de G. 

Noter que H4.3.2(l est équivalent à 

f\w c '■ Wc — * GL(n + 1, C) est semi-simple. 

On identifie deux paramètres conjugués par G. 

Nous allons décrire tous les paramètres de Langlands pour G. Il sera utile 
d'abord d'expliciter le changement de base dans cette situation. 

Soit ip : Wr -» L Gun paramètre de Langlands. Alors ip donne par restriction 
un paramètre tpo : Wc = C* — * G = GL(n + 1, C) qui définit donc (Chapitre 3) 
une représentation de GL(n + 1, C). 



(4.3.3) 
(4.3.4) 
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Lemme 4.3.1 Si <po : Wc — > G provient par restriction d'un paramètre pour 
G. 

1. La représentation ipo de C* est isomorphe ûzh tpo(z) = t (po(z) . 

2. La représentation ttq de GL(n+l, C) associée est isomorphe à sa conjuguée 

° o~G) où o~g est la conjugaison complexe définie par G. 

Démonstration. La propriété 2. se déduit de 1. Rappelons que oq et a h sont 
conjugués, H étant la forme intérieure décrite dans la section précédente. Mais 
H a un sous-groupe de Borel, défini par 

Bh = {g € B = BaL(n+i,c) '■ t ~9~J*9 = J*} 
(section 4.2). Son tore maximal s'identifie à 

{z = (zi, ... , Zn+t) € C* : zïz n+ i = z 2 z n = . . . = 1 (et z p+1 z p+1 = 1 si n = 2p+ 

et la conjugaison complexe sur le tore maximal T = (C*)" +1 de B est donnée 
par (zi, . . . ,z n +x) ^ (^n+i' ■ ■ ■ > ^r 1 )- Si = Xi © ■ ■ ■ © Xn+i vérifie 1., on 
peut réordonner les caractères de sorte que Xn+i(z) — XiC^)" 1 ; ■ ■ ■ , Xx( z ) — 
Xn+ifë) ■ Alors ttq = ttq o a g par transport de structure. 

La propriété 1. résulte d'un calcul simple. Ecrivons ip(j) = (h, a) E G x {a}. 
La définition de L G comme produit semi-direct donne 

(h, o-y 1 = {w a t hwQ l ,a); 

on utilise les identités 

f w = {-l) n w = w { 

Alors, 

<fi(z) = Vtizr 1 ) = (hw t (p(z)- 1 WQ 1 h- 1 ,l) 

comme il résulte de l'expression du produit semi-direct et des égalités précédentes. 
D'où le point 1. 

Proposition 4.3.2 Soit ip une paramètre de Langlands dont l'image n'est con- 
tenue dans aucun parabolique propre de L G. Alors (p est à conjugaison près de 
la forme 

z^{{z/zf\...,{z/zf^) 
où pi,... ,p n +l Gf +Z, pi ^ pj ; 

j i * (wq 1 = (-ï) n w Q ,a). 

Démonstration. Soit tpo = ip\c*- On peut supposer que </?o(C*) C T. D'après le 
premier point du Lemme l4.3.f I on peut supposer 

<Po(z) = iXi(z), . . .,Xn+i{z)) 



(4.3.5) 
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où Xn+2-i(z) = Xi(^) 1 - Notons comme ci-dessus ip(j) — (h, a), et considérons 
la restriction de ipo à Mî_. Nous notons u un élément de T = (C*) n+1 . Quitte à 
réordonner les Xi-, on peut supposer que pour x G 

<Po(x) = (x s \x Sl , ... ,x S2 ,x S2 . .x Sr ,x~ Sr ,. . - ,x~ Sl ) =: u 

où si > s 2 > . . . > s r > (si s r est nul, on ne sépare pas les occurences de 
x Sr = 1 et de x~ Sr ). 

On a aua^ 1 — wç^vT^Wq = wo« _1 Wq 1 = u. La conjugaison par (1,(t) G l 
G fixe donc u. Puisque x est réel, (p(j)ipa(x)ip(j) — (po(x). Donc (h, 1) com- 
mute à u. Si r > 1, il en résulte que h appartient au parabolique propre de G de 
type (ni, ri2, • • • ,n r ,n r , . . . , ni) (un seul bloc médian si s r = 0). Puisque celui-ci 
est normalisé par l'action de a, on voit que tpo(C*), et ip(j) appartiennent à un 
parabolique propre de L G. On en déduit donc que tous les caractères Xi sont de 
la forme (z/z) Pi avec pi G \'L. 

Soit alors z g C* et m = v 3 o(-2 ; )- Puisque = u -1 , l'argument précédent 
montre que hàihwç^vr 1 = u^ 1 . Supposons par exemple quepi = p2 = ■ ■ ■ = p r , 
les autres ^ étant différents. On peut supposer (Çq de la forme (. . . , (z/~z) Pl , . . . , (z/~z) Pl , . . .) 
les occurences de (z/z) Pl étant symétriques par rapport à ^±2. Alors Ad(hwo) 
normalise un parabolique de G qui s'étend en un parabolique de L G, et on en 
déduit de nouveau que ip passe par un parabolique propre. 

Vérifions la condition de parité sur les pi. Rappelons qu'avec la relation de 
Langlands pour les caractères complexes (Chapitre 3) (z/z) p (p S \l) est égal 
à (— l) 2p pour z = —1, et que ip(j) — (h, a) opère sur T par Ad(hwo). Soit 
u = (fo(z) = ((z/z) Pl , . . . , (z/z) p " +1 ). On a vu que Ad(hw )u = u; puisque <^o 
est un caractère régulier, ceci implique maintenant que Ad(hwo)u = u pour tout 
u e T, donc hu>o G T ; écrivons h = vw^ 1 où v G T. Alors tp(j) = (vw^ 1 , a) et 

ip(j 2 ) = (-yw - 1 , C r)(î;w ( 7 1 ,cr) = (vw~ 1 w v t w WQ 1 ,1) 

= ((-i)M) 

- on utilise de nouveau (|4.3.5|l . Mais j 2 = — 1 et la remarque précédente implique 
p t = f (mod 1). 

Enfin l'égalité, vraie pour u G T : 

(u, 1 ,cr)(it _1 , 1) = (u, ^(w^wouw^ 1 , a) = (u 2 Wq 1 ,&) 

implique qu'à conjugaison près (par T, donc sans changer ipo) ip(J) est de la 
forme indiquée. 

La proposition suivante complète la description des paramètres de Langlands 
pour G. 

Proposition 4.3.3 Soit if un paramètre de Langlands pour G dont l'image est 
contenue dans le parabolique de type (1, n — 1, 1). Alors (p est à conjugaison près 
de la forme 

z i ^ (x(z), (z/zr , ■ • • , {z/z) p — , x(z)- 1 ) 
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i^(l w y a), £ 1 £ 2 = x(-l) 

où x est un caractère arbitraire de C* et les pi sont tous disjoints et appartien- 
nent à \ + Z. 

Démonstration. En effet l'image de tpç, est contenue à conjugaison près dans 
C* x GL(n—l, C) xC*, sur lequel a opère de façon analogue à l'action précédente 
(sur le bloc médian) et en permutant les deux facteurs C* . On est alors ramené 
au cas précédent. Les détails sont laissés au lecteur. 

On dira d'un paramètre de Langlands p qu'il est discret s'il est comme dans 
la Proposition 14.3.21 Et on dira d'un paramètre de Langlands qu'il est tempéré 
s'il est borné. Remarquons que les paramètres de Langlands tempérés sont 

1. les paramètres discrets et 

2. les paramètres de la Proposition 14. 3.31 avec \ unitaire. 



4.4 Classification et paramètres de Langlands 

La classification de la série discrète de G a été rappelé au §4.1.2. On va en 
déduire : 

Théorème 4.4.1 (Langlands) 1. A tout paramètre de Langlands tp pour G 
est associé un ensemble fini Tl(ip) de représentations admissibles irréductibles 
de G. 

2. Les Tl(p) correspondant à tous les paramètres (à conjugaison près) sont 
disjoints, et leur réunion est le dual admissible de G. 

Soit en effet p un paramètre discret (Proposition 14.3.2(1 . Notons T c le tore 
diagonal U{l) n+1 de G. Soit A le réseau des caractères de T c ; donc A = 
Z n+1 ; on peut considérer (pi, . . . ,JJn+i) comme un élément de ^A. De plus 
Ô G = (f , f - 1, . . . , -§) (cf. gTHÏ) ; toujours d'après la Proposition EDO 
p G A + Sq- D'après le §4.1.2, on peut lui associer une représentation de la série 
discrète. 

Par ailleurs (pi, . . . ,p n+ \) n'est défini qu'à l'ordre près, donc modulo le 
groupe de Weyl Wq — S„+i ; et deux choix d'ordre conjugués par Wk = 
définissent la même représentation. On associe donc dans ce cas à tp l'ensemble 
de (n+1) représentations correspondantes à l'orbite de Wg (modulo conjugaison 
par Wk). C'est le L-paquet associé à ip. 

Si au contraire ip est comme dans la Proposition 14.3.31 il définit de même 
une représentation r du groupe U(n — 1) dont le paramètre d'Harish-Chandra 
est (pi, . . . ,p n _i). Choisissons x ( en I e remplaçant au besoin par x(^)" 1 ) de la 
forme 

X {z) = z a {zf avec Re(a + 0) > 0. 

Le groupe U(n — 1) x C* est le sous- groupe de Levi du parabolique minimal 
P de G. On distingue alors deux cas : 
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1. Si Rc(a + fi) > 0, la représentation indp(T ® x) a un unique quotient 
irréductible, son quotient de Langlands (section 4.1) J(r, x). On définit 
alors 1%) = {J(r,x)}- 

2. Supposons Re(a + (3) = : x est donc unitaire, ainsi que la représentation 
induite. Celle-ci est en fait de longueur 1 ou 2 selon des résultats généraux 
de Knapp et Zuckerman et ses composantes sont de multiplicité 1. 
L'ensemble Tl(ip), de cardinal 1 ou 2, est l'ensemble de ces composantes. 



Remarque. Dans le cas 2, et si indp(r<g)x) est réductible, elle se scinde en deux 
représentations qui sont des limites de séries discrètes et qui ont une description 
analogue aux représentations de la série discrète (§4.1.2). Nous ne donnons pas 
de description plus explicite de celles-ci, pour la raison suivante. Dans la section 
suivante, nous calculons la valeur propre de l'opérateur de Casimir dans une 
représentation induite contenant un if-type A p p + <g) A q p~ associé aux formes 
différentielles. Dans le Chapitre 8 nous vérifions pour les induites unitaires 
que ces valeurs propres vérifient trivialement les bornes de la Conjecture A(l). 
Par conséquent, pour démontrer celle-ci, nous n'avons pas à nous soucier des 
induites unitaires ou de leurs sous-modules. 



Décrivons maintenant les caractères infinitésimaux des représentations obtenues. 
Dans le cas des séries discrètes le caractère infinitésimal, d'après Harish-Chandra 
est simplement À = (pi, . . . ,p n +i) G C" = a + t. 

Considérons maintenant les représentations induites; soit x( z ) — z a (~z) 13 , 
avec Re(a + 0) > 0. Soit M = U{n - 1) x U(l) le groupe défini au §4.1.3 et a 
la représentation induisante de M. Le caractère infinitésimal de a est alors 



K = (pi,...,p n -i,a- P) 



et son plus haut poids 



t'o 



pi 



2 n- 
— ,P2 



,Pn-l 



,a- (3 



où on a ordonné les pi par pi > p 2 > . ■ ■ > p n . 

A conjugaison près par G, l'algèbre de Lie a + t s'identifie aux matrices de 
la forme 

( X + iY \ 

iX 1 



H = 



iX n -x 



-X + iY ) 

La valeur du caractère infinitésimal sur une telle matrice est alors 

n-l 
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où s = a + (3. Pour la forme duale à la forme de Killing 14.0.1|) . on a alors 

n—l 

{K,K)=s 2 + {a-P) 2 + 2Y J Pl (4-4.1) 



Remarquons que les paramètres de Langlands discrets correspondent exacte- 
ment aux L-paquets contenant une représentation discrète (et dans ce cas toutes 
les représentations dans le L-paquet sont discrètes). De même, les paramètres 
de Langlands tempérés correspondent exactement aux L-paquets contenant une 
représentation tempérée (et dans ce cas toutes les représentations dans le L- 
paquet sont tempérées). 

On peut maintenant poser la question de la fonctorialité. Un paramètre de 
Langlands cp : Wr — » L G pour G induit un paramètre de Langlands <p\c* : C* — * 
GL(n + 1,C) pour GL(n + 1,C). Or les paramètres de Langlands de C* dans 
GL(n+ 1,C) paramétrent les représentations admissibles. On obtient donc une 
application naturelle <fi de l'ensemble des L-paquets de G dans l'ensemble des 
représentations admissibles de GL(n + 1, C). Et le problème de fonctorialité, ici 
de changment de base, s'énonce comme suit. 

Question (Fonctorialité) L'application <f> envoie-t-elle tout L-paquet con- 
tenant une représentation automorphe vers une représentation automorphe de 
GL(n+ 1,C) ? 

Une réponse positive à cette question permettrait d'exploiter toute approxi- 
mation de la Conjecture de Ramanujan sur GL(n + l, C). Néanmoins, la réponse 
à la question ci-dessus est fausse en gênerai comme nous le verrons notamment 
au Chapitre 6 (Théorème 6.51). 

Malgré cela, on peut espérer que l'application <j> envoie de nombreux L- 
paquets automorphes de G sur des représentations automorphes de GL(n+l, C). 
On reviendra sur cette question au Chapitre 8. 

Enfin, et bien que nous n'en aurons pas besoin, remarquons que l'on connaît 
le dual unitaire de G (cf. [El]). Premièrement tout L-paquet contenant une 
représentation unitaire n'est constitué que de représentations unitaires. On peut 
donc parler de L-paquet unitaire . La description du dual unitaire de G est 
difficile, nous utiliserons au Chapitre 6 la description qu'en font Knapp et Speh 
dans |SD]. H en résulte en particulier que les L-paquets LT^ où le paramètre ip 
est 

- tempéré, ou 

- contient la représentation J (Ta btS pour < s < " ; 

sont unitaires. A contrario, si s > - — ïp^-, la représentation Ja ab . s n'est pas 
unitaire. Nous donnons la description complète du dual unitaire de U(2, 1) au 
§4.6. 
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4.5 A'-types des représentations induites, action 
du Casimir 

Soit (p un paramètre de Langlands définissant une représentation induite, 
celle-ci est donc paramétrée par les données {Pj)j< n -i, et, (3. Soit I v la représentation 
induite et J v son quotient de Langlands. La représentation I v ne nous intéresse 
que si 

Hom K (/ v ,A p p + ® A 9 p_) = Hom M (o-,A p |> + <8i A«p_) ^ 0. 
D'après le §4.1.1 il existe alors un entier k G [0, min(p, q)] tel que 

n-2 n-2 

P<x = (Pl — ,---,Pn-l-\ —,Ot-P) 

(= (Mi)---.Mn-i,a-^)) 

soit de la forme 

(L^_l, . . . 0, -1, - 1 , a - b) 

b termes a termes 

et (a, 6) de la forme (ir, p), (ir — 1, p), (ir, p — 1) ou (71" — 1, p — 1) avec 

(tt,p) = (p-k,q-k). 

On a donc 

a — /3 = a — b. 

En utilisant les indentités 

p a = p + 5 K (oùp= (pi,...p„_i,a-/3)) 

et 

{5k, 5k) - {5g, 5g) = -n 2 
un calcul simple donne alors : 

Proposition 4.5.1 La représentation J v intervient dans le spectre des (p,q)- 
j "ormes si et seulement s 'il existe un entier k € [0, min(p, q)] tel que 

1. Pl = . . . = p q -k = 1, p q -k+l = ■ ■ ■ = Pn-p+k-l = 0, Pn-p+k = ■ ■ ■ = 

p n -i = —1 et a — /3 = p — q et dans ce cas 

M°) = -((« -P-Q + 2fc ) 2 - (« + P?), 

ou bien 

2. k < p — 1, pi = . . . = p q -k = 1, Pq-k+1 = ■ ■ ■ = Pn-p+k = 0, Pn-p+k+1 = 

. . . = p n -i = — 1 et a — P = (p — q — 1) et dans ce cas 

J V {C) = -{{n - p - q + 2k + l) 2 - (a + /3) 2 ), 

ou bien 
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3. k < q - 1, fii = ... = fiq-k-i = 1, Mg-fc = ■ • • = fin-p+k-i = 0, 
Mn-p+fc = • ■ ■ = Mn-i = — 1 a — /3 = (p — q + 1) et dans ce cas 

M C ) = -((n-p-g + 2fc + l) 2 - (a + /3) 2 ), 

cm èzen 

4. k < p - 1, k < q - 1, [Il = . . . = Aig-fc-l = 1, A^-fc = • • • = Hn-p+k = 0, 

fJ-n-p+k+i = ■ ■ ■ = jUn-i = — 1 et a — P = (p — q) et dans ce cas 
M C ) = -((« - P - 9 + 2fc + 2) 2 - {a + (3) 2 ). 



4.6 Représentations de [7(2, 1) 

Dans cette section, nous détaillons la classification des représentations de 
i7(2, 1), le cas dont nous aurons le plus besoin dans la suite. Dans cette section 
G = U(2, 1). Si x 6 Hom(MA, C*), il existe u, v G C* uniques vérifiant u-v G Z 
et un unique entier r G Z tels que : 




„«, | | _ e (u+ 1 ;)t e i(u-D)e e ir(r ) +2e)_ 



Nous noterons x = (u,v,r). 3 

Cette fois l'ensemble des morphismes admissibles se scinde en deux familles 
(Propositions EHHfl et . 

1. Les morphismes de la forme : 



" (D b 



et 

vC?) = Il -i h* 

avec a, 6, c G Z et a > b > c. 
2. Les morphismes de la forme 



= (§)' 



3 La paramétrisation que l'on adopte ici est légèrement différente de celle des sections 
précédentes. Nous adoptons en effet la paramétrisation de Rogawski dans I8UI dont nous 
utiliserons les résultats par la suite. Le lecteur constatera qu'il n'est néanmoins pas difficile 
de se raccrocher aux résultats des sections précédentes. 
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et 

<P(J) = ( 1 | • " 

avec /i £ Z, u, v E C, u — v E Z, Re(u + v) > et si u + v = alors 
M G | +Z. 4 

Décrivons la correspondance de Langlands. 
Premier cas : Le paramètre ip est dans la première famille. 

Premier sous-cas : a > b > c. Alors (nous adoptons ici les notations de 

M) ■■ 

U V ={D V ,D+,D-} 

est le L-paquet discret (et donc unitaire) constitué des représentations 
de la série discrète ayant pour caractère infinitésimal 

X v = (a-b,b-c,b). 

Deuxième sous-cas : a > b = c. Alors : 

n v ={7T^7r2} 

est le L-paquet tempéré (et donc unitaire) composé des constitu- 
ants irréductibles de l'induite unitaire du caractère 

X% = (b - a,a - c,a). 

On a numéroté ces constituants de façon à ce que it^ soit un consti- 
tuant de l'induite unitaire du caractère 

X~ = (a - c,c-b,c). 

Troisième sous-cas : a = b > c. Alors : 

est le L-paquet tempéré (et donc unitaire) composé des constitu- 
ants irréductibles de l'induite unitaire du caractère x~ et numérotés 
de façon à ce que ir^ soit un constituant de l'induite unitaire du 
caractère \%- 
Quatrième sous-cas : a = b = c. Alors : 

n v = {iciXv)} 

est le L-paquet tempéré (et donc unitaire) constitué de l'induite 
unitaire (qui est irréductible) du caractère Xv 



4 Le cas où u £ Z est déjà décrit dans 1. 
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Deuxième cas : Le paramètre ip est dans la seconde famille. 

Premier sous-cas : u, v £ Z et u < < v. Alors l'induite unitaire du 
caractère 

X v = (u,v,fi) 

a un unique quotient irréductible que l'on note J v (attention ce n'est 
pas tout à fait la notation de jHD]) et : 

= {j v }. 

Ce L-paquet n'est pas tempéré et est unitaire ssi u + v = 1. 

Deuxième sous-cas : u, v <G Z et v < < u. Alors l'induite unitaire du 
caractère x<p & un unique quotient irréductible que l'on note J v et : 

- {j v }. 

Ce L-paquet n'est pas tempéré et est unitaire ssi u + v = 1. 

Troisième sous-cas : u, v G Z et u, v > 0. Alors l'induite unitaire du 
caractère Xf a un unique quotient irréductible que l'on note F v et : 

n v = {F v }. 

Ce i-paquet n'est pas tempéré et de dimension finie. (La représentation 
F v est triviale si et seulement si (u,v,fi) = (1, 1,0).) 

Quatrième sous-cas : [u, v) $ Z 2 . Alors l'induite unitaire du caractère 
X v est irréductible et : 

n v = {i G {x v )}- 

Ce L-paquet est tempéré ssi Re(u + v) = et unitaire ssi (Re(u + 
v) = 0) ou (u = v et \u + v\ < 2) ou (u — v impair et |tt + u| < 1). 

Concluons cette section par la description d'une autre fonctorialité reliant 
d'une part certaines représentations de {7(1, 1) et de GL(2, C) et d'autre part 
les représentations de U(l, 1) x U(l), et celles de U(2, 1). 

Le groupe de Weil Wr se projette sur le groupe de Galois de C sur M et, via 
cette projection, agit sur : 

U(hl) = GL(2,C) 

et donc sur 

17(1,1) x 17(1) = GL(2,C) x GL(1,C) 

et sur 

G = GL(3,C). 

Pour chaque entier n, on peut alors former les morphismes injectifs qui suivent : 



n : GL(2,C) x W R ^GL(2,C), 



(4.6.1) 
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dont la restriction à GL(2, C) est l'identité et la restriction au groupe de Wcil 
Wr est donnée par : 



et 



et par ailleurs 



/ (z\2+ n 



M) 



(I) 



X Z SI Z G 



: H x Wr - G x W K 



(4.6.2) 



ou : 



1. la restriction de £„ à H est donnée par le morphismc : 



GL(2,C) x GL(1,C) 



GL(3,C) 
a b 
i a 
c d 



2. la restriction de £„ au groupe de Weil Wr est donnée par : 



/ (|) è + « 



\ 



(|)5+ n y 



x z si z e C* 



et 



£n(j) 




On vérifie facilement que ce sont bien des morphismes. 

Chaque L-paramètre Wr — » L ?7(l, 1) induit bien évidemment un morphisme 

Wr — » J7(l, 1) x Wr qui composé avec l'un quelconque des morphismes /?„ in- 
duit une représentation semi-simple irréductible Wr — » GL(2, C) et donc un 
L-paramètre pour le groupe GL(2,C). Là encore se pose la question de la 
fonctorialité : à une représentation automorphe de 17(1,1) correspond- il une 
représentation automorphe de GL(2,C) via la correspondance induite par les 
morphismes (3 n ? 

On a ainsi deux (si l'on oublie l'entier n) manières de relever des représentations 
de 17(1, 1) au groupe GL(2, C), les deux seront importantes dans la suite. 

De même chaque L-paramètre Wr — > L (U(l,ï)xU(l)) induit bien évidemment 
un morphisme Wr — » (GL(2, C) x GL(1,C)) x Wr qui composé avec l'un quel- 
conque des morphismes £„ induit un morphisme Wr — » GL(3, C) x Wr qui est 
un L-paramètre pour le groupe J7(2, 1). Là encore se pose la question de la 
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fonctorialité : à une représentation automorphe de U(l, 1) x U(l) correspond- il 
une représentation automorphe de U(2, 1) via la correspondance induite par les 
morphismes £„ ? 

C'est faux en général, mais nous verrons au Chapitre 8 que les deux types de 
fonctorialité que nous avons évoqués dans ce chapitre suffisent essentiellement 
à décrire tout le spectre automorphe de U(2, 1). 



Chapitre 5 



Représentations de U(a J b) 
(a, b > 1) 

Dans ce chapitre, nous décrivons le groupe dual de U (a, b) pour a, b > 1, puis 
ses représentations cohomologiques. Pour celles-ci, nous décrivons explicitement 
les données de Langlands, d'abord comme réalisations explicites par des quo- 
tients de Langlands de représentations standard (§5.2) puis comme paramètres 
dans le groupe dual (§5.3). Enfin, nous explicitons pour ce groupe le Théorème 
de Vogan caractérisant les représentations cohomologiques isolées dans le dual 
unitaire. 



5.1 Groupe dual 

La description du groupe dual a déjà été donnée dans le chapitre 4, puisqu'il 
ne dépend que de la forme intérieure quasi-déployée de G, qui est la même que 
pour le groupe U(n — 1,1) associé (on pose n = a + b). Ainsi 

G = GL(n, C) 

et L G = G xi Gal(C/R), l'élément non-trivial a e Gal(C/M) opérant par 

g wo^Wq 1 {geG), 



Wq 



-1 



V 1 



/ 



Nous notons G = U(a, b) le groupe unitaire défini par la forme hermitienne 
de matrice 
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la 

-l b 

et K = U(a) x U(b) le sous-groupe compact maximal associé; soient go et 
6o leurs algèbres de Lie réelles respectives. On a 

0o = Lie(G) = t © po, 

Po = | ( Jy o ) : Y e M a , b (C) 

Enfin p ® C = C ab ® C = C afc © C ah = p+ © p~ le premier facteur étant 
l'espace tangent holomorphe à l'origine kX — G/K et le second l'espace tangent 
antiholomorphe. Noter que go ® C s'identifie naturellement à gt(n, C), que po ® 

^ = 1 ( 7 e r et q u ' a l° rs P + P eu t être défini par Z = 0, la 



structure holomorphe sur po étant définie par l'action adjointe de 



S K 



1 
1 



5.2 Représentations cohomologiques 

D'après Vogan et Zuckerman celles-ci sont associées aux algèbres paraboliques 
^-stables. 

Soit T C G le tore diagonal compact, 





Modulo Wk — &a x &b on peut supposer 

Hi > . . . > H a , H a+ i > . . . > iî„. 
Il sera commode de noter 

X = [H l ,... H a ) e R a et Y = (H a+1 , . . . , H n ) G M 6 . 
On associe à H l'algèbre de Lie q = [ + uCj = jo®C donnée par 

l = B H (5-2.1) 



u est la somme des espaces radiciels de (g, t) , . 

associés aux racines a telles que (a, H) > 0. 
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Rappelons quelques propriétés de la représentation A q (§1.)- Soit 

unp = unp+©unp~ 

R ± = dimfunp*) 

fj, = 2p(u n p) = somme des racines de u (~1 p par rapport à t. 

Proposition 5.2.1 1. A q contient, avec multiplicité 1, le K-type de plus 
haut poids ji. 

2. On a 

H P+R+, q + R - t . A j s Hom[neiA 2p {l np),c). 

En particulier H R+ ' R = C, et la cohomologie n'intervient qu'en degrés 
supérieurs. 

Pour 2. voir [23 Prop. 6.19]. 

Nous allons maintenant décrire la paramétrisation de A q à l'aide de l'induc- 
tion parabolique. (La construction de Vogan et Zuckerman est par induction 
cohomologique, cf. [SZD- Nous aurons besoin des données combinatoires suiv- 
antes. Soit r le nombre de valeurs distinctes des coordonnées Hi, et soit 

Zi > . . . > Z r {Zj e K) 

ces valeurs. Alors 

X = ( Zj, . . . Zi , Z2, • ■ ■ Zy . . .) 

ai 02 
Y = ( Z\, . . . Z\ , Z2, ■ ■ ■ Zy ■ ■ ■) 

bi b 2 

donc a — J2 a j > b = S ■ 

L'algèbre [ C g est en fait réelle, = Iq ® C avec 

loSjJute,^). (5.2.3) 

i 

Soit dj = inf(aj, 6j) > , Cj = sup(aj, bj) — inf [flj, bj) > , nj = &j + 6j. 

Remarque, (cf. 95, Thm. A8]) Pour obtenir toutes les représentations co- 
homologiques unitaires, il suffit de considérer les sous-algèbres q telles que le 
sous-groupe connexe L C G d'algèbre de Lie to soit sans facteur compact non- 
abélien. On peut donc supposer aj — 1 (resp. bj = 1) si bj = (si aj = 0). 

Nous allons associer à q un sous-groupe parabolique P = M AN de G, ainsi 
qu'une représentation induisante de MA. 

La composante déployée A est la composante neutre d'un tore maximal 
déployé de L. On prend 

A=]\A j , A, lia ..h... 

d j >a 
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Si < a,j < bj, (Xj = Lie(-Aj) est donnée par 





tl 











ta 





h 








ta 









y 



Si < bj < aj, 





f 




a 3 = 





t b 






tl 






o 







V t b 





a = a,-. 



(5.2.4) 



(5.2.5) 



Soit M le centralisateur de ^4 dans G. On a C™ = C a © C b ; on vérifie que 
si a, < bj (I5.2.4|l M doit préserver le sous-espace C 2aj de C a déterminé par 
(|5.2.4|) ; de même si bj < cij. Sur ce sous-espace, M opère pour le centralisateur 



de Aj ^ (R*) d i, d'où un facteur (C*) d i ; sur l'orthogonal de C 2 ^, C 



2 c/,- 



opère comme U(a — Y] dj , b — dj). 
Donc 

M = MA, A = 



M = \{U{l) d i xUia-Yjd^b-Yjdi). (5.2.6) 

3 

On vérifie que M est bien le sous-groupe de Levi d'un parabolique (réel) de G. 

Nous devons déterminer une représentation a® v de M = MA. On ace o*, 
v = 0^ i/j. Dans le cas (|5.2.4H on pose pour T = (t\ , . . . t aj ) G o, : 

Vj{T) = (rij - l)h + . . . + (rij + 1 - 2aj)t aj (n j = a j + b j ). (5.2.7) 

Dans le cas (|5.2.5f) on posera de même : 

Vj (T) = (rij - l)tx + . . • + (ri* + 1 - 2bj)t bj . (5.2.8) 

On renvoie le lecteur à Vogan-Zuckerman |97l p. 82] pour la justification de 
ce choix, {v est la demi-somme des racines de A dans une algèbre d'Iwasawa de 
l) 
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La représentation a de M appartient à la série discrète. On décrit donc son 
paramètre d'Harish-Chandra (cf. §4.1.2). Soit T + la composante compacte d'un 
tore maximal 0-stable, contenant A, de L. On prendra de façon naturelle 

T+ =Y[u(l) d i xY[lJ(lp, (5.2.9) 



les facteurs U(l) dj sont plongés dans U(a,j,bj) de façon à commuter à dj et les 
facteurs U(l) Cj sont contenus dans U(a,j) si aj > bj et dans U(bj) si a,j < bj. 
Alors T + est un tore maximal de M. 

En fait T+ est un tore maximal de C = M n L = J| U(l) d > x JJ U(cj). 

3 3 

Sur chaque facteur U(cj) (contenu dans U(cij) si a.j > bj ou dans U(bi) si 
aj < bi) choisissons le système de racines positives naturel par rapport au tore 
diagonal : 

A={u k uY 1 : k>l, u=(u k ) E U(lp}. 

Soit p c la demi-somme des racines positives dans h(A T +), A T + C it* étant le 
réseau des caractères. 
Alors : 

Le paramètre d'Harish-Chandra de a est égal à X a = p c + p(u). (5.2.10) 

Il nous sera nécessaire de connaître explicitement A<j selon la paramétrisation 
l(5~2~ïï|) de T+. On note un élément t e T+ selon (I5~!TÏÏ|) : 

t = (vikiUjk) (k < dj,l < cj). 

De même si X G Lie(T + ), 

X = (V jk ,U jl ). 



Lemme 5.2.2 1. p c (X) = ^ (SlJl \u jA + ...+ [ ^ ) U. 



3,Cj i 



3 \ k l / 



2. p u (X) = 2^ — ( }_^ 2V 3k + l^ U 3i ) oùm 3 = -nx-...-n j - 1 -ru, , , 
. . . + n r . 

L'assertion 1. résulte de la description précédente de p c ; quant à 2. noter que 
Le = Ylj GL(rij, C) est le sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique de 
Gc = GL(n, C) ; Le opère sur u avec pour déterminant 

2 Pu = (det 3l ) mi (det ff2 ) m2 • • • (det^ ; 

la formule 2. s'en déduit par restriction. 

Vérifions que X a est bien le paramètre d'Harish-Chandra pour une série 
discrète de M (défini par l|5. 2.61) 1. Tout d'abord, est intégral sur U(l) dj C 
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T + . Sur T + n U(a — ^dj,b — E4?')> variables ujj, on doit vérifier d'après le 
§4.1.2 que les coordonnées de A CT sont = a+b ~ 2 *p dj ~ 1 [1], Ceci résulte du Lemme 
(noter que Cj = rij [2]). Enfin, on vérifie que A CT est régulier dans X*{T + ) (par 
rapport aux racines de M). 

Soit P un sous-groupe parabolique de G de radical de Levi MA : P = A4 AN. 

Proposition 5.2.3 (Vogan-Zuckerman [97J) 1. La représentation unitaire- 
ment induite 

I(a,v) = indp(a-<g> e") 
admet un unique quotient irréductible J(cr, v). 
2. J(a,v) = A q . 

5.3 Paramètres des A q en dualité de Langlands 

Rappelons que L G — GL(n,<C) X Gal(C/K), a opérant par 



Wq 



(_l)n+l \ 



Soit M le groupe de Levi associé à q : on vérifie facilement que 
M^IJ(C x ) d3 x U(A,B) 



où A = a - J2 dj, B = b ~ E d i soit N = A + B - D = E d *- 

Soit M = (C*) D x GL(N,C) x (C*) D C G (plongement par blocs diago- 
naux). Alors M est stable par l'action de w , et L M = M x Gal(C/K) s'identifie 
naturellement au groupe dual de M. 

D'après Langlands [H7|, le paramètre (p : Wm — * L G associé à A q est obtenu 
par composition à partir de celui de a ® e v . Pour simplifier, nous ne décrivons 

La représentation a <£> e v de M détermine un caractère de (C*) D , déduit de 
H5.2.7(l (ou (|5.2.8J) ) et du Lemme 15.2.21 Rappelons que D = J2 d j > ^ es variables 
de (C*) D peuvent être indexées par (j,k), k < dj (§5.3). Le caractère associé 
est donné par 

mj nj +l-2k 

z = z jk (z/z)~ (zz) 5 (5.3.1) 

(Lemme l5.2.2|l . Par dualité de Langlands, la partie relative au facteur (C*) D x 
(C*) D 



de M est alors 



<Pi ■ z 



{z/z) 2 J (zz) 3 



(z/z) (zz) 
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(matrices diagonales ; l'ordre des entrées j, k dans le second facteur doit être 
inverse de l'ordre du premier facteur, pour que (pi soit compatible à l'action de 
w ). 

Par ailleurs a donne par restriction une représentation (discrète) de U(A, -B), 
dont le paramètre de Langlands se déduit du paramètre d'Harish-Chandra comme 
on l'a expliqué dans le Chapitre 4 pour U(n, 1) ; toujours d'après le Lemme l5.2.2l 
on en déduit 

P2 : C* -» GL(N,C) 

, +c - + 1-2I 



{(z/z)^ ) (j = l,...r, l<cj). 



On remarquera que N = n [2] , que Cj = n 3 - [2] et qu'il résulte alors de l'expression 
de rrij que rrij + Cj + 1 — 21 = N — 1 [2] , ce qui est nécessaire pour que ip2 définisse 
une série discrète pour U(A, B) (cf. la Prop. 4.3.2 en rang 1). 
Récapitulons le résultat obtenu : 

Proposition 5.3.1 Le paramètre de Langlands de A^ : 

<p\ Wc :C*^McG 

est donné par 

/ _ mj_ _ .ij + l-2fc \ 

/ (z/z) 2 (ZZ) 2 

m -+C.+1-21 

z i-> ( z /z) 2 

V (z/z)—(zz) 2 y 

(k <dj, l < Cj). 

5.4 Représentations cohomologiques isolées 

Dans ce paragraphe nous explicitons pour U(a, b) un théorème de Vogan |951 
Théorème A10] caractérisant les représentations cohomologiques isolées. 
Nous conservons les notations du §5.2, donc : 

Zi > . . . > Z r . 

Nous ferons sur les données l'hypothèse de non-dégénérescence expliquée 
dans la Remarque suivant la Proposition 15 . 2 ,T1 soit 

(HO) a,- = =>• 6j = 1, 6j = a, = 1. 

Le facteur correspondant de L = Y[ U(a,j,bj) est U(l). Notons 

il < • • • < jt (0<t<r) 
Zji > ■ ■ ■ > Zjt 
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les autres valeurs de j. Pour de tels j le facteur Lj = U (aj,bj) est non compact. 
Considérons l'hypothèse suivante : 

(Hl) Si j — ji (i < t) le rang semi-simple de Lj est > 1 aj, bj > 2. 

Supposons enfin que t < r. Notons / = + 1, . . . ,j + k} un intervalle 
non vide d'entiers contenu dans {1, . . . , r} — {ji, . . . ,jt}- Pour j £ J on a donc 

{»,•''..! {"-il- 

(H2) 

Si t < r, aj (et donc bj) est constant sur tout intervalle I du complémentaire de {jt}- 

Proposition 5.4.1 (Vogan [95 ) Supposons q associée aux données (aj,bj) 
vérifiant (HO). Alors la représentation A q est isolée dans le dual de SU(a,b) si 
et seulement si (Hl) et (H2) sont vérifiées. 

Rappelons (§5.2) que la cohomologie de A q n'apparaît qu'en degrés > R = 
R(q). 

Corollaire 5.4.2 (rg G > 2) Si A q n'est pas isolée, la cohomologie de A^ n'ap- 
paraît qu 'en degrés i > a + b — 2 . 

Noter que si t — 0, (H2) veut dire que aj (et donc bj) est constant. Le cas 
où t = correspond à L = U(l) n ; la représentation A q est alors une série 
discrète. Sous (HO) la condition (H2) impliquerait alors que aj = 1 et bj ; = 
(ou l'inverse), ce qui est impossible puisque a, b > 0. Donc (H2) est violée si A q 
est une série discrète : celles-ci ne sont pas isolées. 

Remarque. Du point de vue de la théorie des représentations de G, ce 
résultat ne peut être amélioré. Considérons par exemple t/(2, 2). On peut choisir 
q de sorte que [ est l'algèbre diagonale par blocs u(2, 1) x u(l). Elle viole (H2) 
donc A q n'est pas isolée ; sa cohomologie apparaît en degrés > R = 2. On trouve 
aisément de tels exemples en dimensions supérieures. 

Démontrons le Corollaire. Tout d'abord, un calcul simple donne 

r t 

R = ab — Ojbj = ab — a 1 b t 
j=i i=i 

où on a écrit pour simplifier a 1 , b 1 = aj i , bj t . 

Supposons que q viole (Hl). Alors (à l'ordre près) on peut supposer a 1 = 1, 
b 1 > 1. Alors 

£a i & i <a£o i )(X> i )<(a-l)(&-6 1 ) 

i=2 

donc 

R > ab - b 1 - (a - 1)(6 - b 1 ) 

= b+(a-2)b 1 >a + b-2 
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(a > 2 puisque rgG > 2). 

Supposons que q viole (H2). Donc t < r et j i— * <Zj prend les valeurs 1 et 
(donc 6j = 1) sur {1, . . . , n} — {jt}- Alors ^ a 2 < a — 1, 6 1 < 6 — 1 et dans ce 
cas 

R > ab - (a - -l) = a + 6- l>a + 6-2. 

Il nous reste à déduire la Proposition 15.4. il des résultats de Vogan. D'après 
le Théorème A. 10 de A q est isolée si et seulement si q vérifie certaines 
conditions (0)-(3). Ici (0) est notre hypothèse (HO) ; (1) est automatiquement 
vérifiée si G = U(a, b) ; (2) est (Hl). Il nous reste à exprimer (3). 

La construction-classification de Vogan-Zuckerman |97j pour les Aq est la 
suivante. Tout d'abord on a A, = Rq(C) où C est la représentation triviale 
de [ et le foncteur R q = ^im(unf) es ^ défini dans les références citées par |ÏÏT) . 
Supposons donné un système de racines positives A + (g, t) pour (g, t) tel que les 
racines de u soient positives. Alors, avec les notations usuelles : 

Pg = Pu +pi- 

Le caractère infinitésimal de C[ est p\ ; A = p B vérifie les hypothèses du Théorème 
A.10 de |§5] pour A+(g,t). 

Soit Yl C A + (g, t) l'ensemble des racines simples et J~[(0 I e sous-ensemble 
formé des racines simples de l. Alors la condition (3) de Vogan s'écrit : 

(H2') (/3 v ,A) = (/3 v ,p B )^l 

pour toute racine (imaginaire) non compacte /3 G Yi orthogonale à J\(l). 

Il s'agit d'expliciter (H2'). Rappelons (§5.2) que H = (X, Y). Les valeurs 
des coordonnées sont 

Z 1 > Z 2 > ...> Z r 
et Z n >%>...> Z jt 

sont les valeurs de multiplicités > 1, donc > 4 d'après (Hl). Écrivons alors 
X = (X x > X 2 > ■ . . > X ai > Z h > ...> X a2 > Z h > ...> X a ); (5.4.1) 



les Xi apparaissant avec multiplicité 1 d'après (HO) ; de même 

Y = (Y x > . . . > Yfr > Z h > . . . > Yp 2 > Z h > . . . > Y p ). (5.4.2) 

bi b 2 

Enfin soit H' égal à H = (X, Y), réordonné de façon positive : 

H' = aH = (Z\ > Z 2 > ■ ■ ■ > Z jl > . . . > Z j2 > . . . > Z r ), (5.4.3) 
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La base A + (g, t) est un ensemble de racines positives e telles que (e, H) > ; 
g l'envoie sur un ensemble de racines telles que (e, H') > 0, que l'on prendra 
égal à l'ensemble usuel puisque H' est dominant. Alors 

a Il = {e< = (0,...,0, 1,-1,0,... ), *=l,...n-l} 

et a envoie l'orthogonal de J|(0 sur l'ensemble des racines telles que 

{*,i+l} C {l,...,n}-U* =1 -?i, (5.4.4) 

Ii étant le support de Zj i dans l'expression de H' l(5.4.3|l . 

Par ailleurs, le système de racines étant de type A„_i, /3 V = /3 si /? £ T\ ct 
donc (f3 w , p g ) = 1. La condition (H2') est donc équivalente à 

{H2") 

Il n'y a pas de racine imaginaire non compacte dans J^J orthogonale à J^[(0- 

Soit donc vérifiant (|5.4.4|l . Ceci implique donc que i et i + 1 appartiennent 
à une composante connexe de cardinal > 2 de {1, . . . , n} — Uli. Supposons par 
exemple que ai ou /3i > 1 et que ai + (3\ > 2. Alors dans l'expression (|5.4.3|l 
i,i + l sont deux indices associés à Z t > Z i+i > Zj 1 . Alors cr _1 £.; est associée 
dans l'expression (|5. 4.1|l . (|5.4.2|l à deux couples de la forme (Xi, X i+ i), (Xj,Yf) 
ou (Yj, Yj + i) à gauche de Zj 1 . Dans le second cas, la racine de valeur Xj — Y y 
est non compacte. 

Donc Z\ et Zi sont tous deux (par exemple) de la forme (Ai, X2) ; il en 
est de même pour X2 et A3, etc. Ceci veut dire que pour tout j < ji on a 
clj = 1 (ou bj = 1), conformément à (H2). Le même argument s'applique à 
toute composante connexe, et il est clair que (H2) est en fait équivalente à 
(H2"). 



Chapitre 6 



Conséquences des 
Conjectures d'Arthur 

Dans deux articles fondamentaux, Arthur a donné une description conjec- 
turale des représentations des groupes réductifs qui peuvent apparaître dans 
L 2 (r\G) pour un sous-groupe de congruence. Le but de ce chapitre est d'ex- 
pliquer les conséquences de ces conjectures pour la théorie spectrale des formes 
différentielles. 

Les Conjectures d'Arthur reposent elles-mêmes sur la construction hypothétique 
de "paquets locaux" (cf. §4]), familles finies de représentations de G jouis- 
sant de propriétés de stabilité. Arthur lui-même ne dit rien de la construction de 
ces "paquets", sauf dans le cas des représentations cohomologiques |3J §5]. En 
particulier, sa formulation ne précise pas quels "paramètres" (§6.1) devraient 
apparaître quand G n'est pas quasi-déployé. Pour les groupes réels, ces paquets 
locaux sont a priori construits par Adams, Barbasch et Vogan pp. Mais la con- 
struction, de nature géométrique, est très difficile. 

Pour des groupes de rang 1 assez simples tels que ceux qui nous intéressent, 
nous avons préféré utiliser la théorie d'Arthur a minima. Une conséquence 
non ambiguë de celle-ci est la description d'une famille de caractères in- 
finitésimaux, les seuls possibles pour les représentations apparaissant dans 
L 2 (r\G). Pour les groupes de rang 1, ces restrictions sur le caractère infinitésimal 
imposent des limitations sévères aux représentations. 

6.1 Paramètres d'Arthur 

Soit G un groupe réductif réel, nous noterons G = G (M), G le groupe dual 
(groupe réductif complexe) connexe, L G = Gx Gal(C/K) le groupe dual. (Pour 
les groupes unitaires v. ch. 4; pour les groupes orthogonaux v. §3-4). 

Définition 6.1.1 Un paramètre d'Arthur pour G est un homomorphisme 

ip : W m x SL(2,C) -> L G (6.1.1) 
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tel que 

(i) Le diagramme 

W R -» L G 

\ / 
Gal(C/R) 

est commutatif. 
(m) La restriction ip\sh(2,c) est holomorphe (= algébrique), 
(iii) L'image de ip\w K est d'adhérence compacte. 

On déduit de tp un "paramètre de Langlands" 

où, pour w e Wr, |w| est la valeur absolue de l'image de w dans R x (Ch. 3). 

Noter que <p$ ne définit pas toujours une représentation de G car il ne vérifie 
pas nécessairement la condition (4.3.3) de la Définition du §4.3. 

Soit Q = Lic(G), g = go ® C, f) une sous-algèbre de Cartan de g. Rappelons 
que le centre de 3 de U(q) s'identifie à S(t)) w , étant le groupe de Weyl 
W(g, f)). On peut vérifier alors que ip^ définit un caractère infinitésimal, i.e. un 
élément de f)* /W (pour tout choix de f)). Nous le ferons explicitement pour les 
groupes qui nous intéressent. Nous utiliserons alors la formulation très faible 
suivante des Conjectures d'Arthur : 

Conjecture 6.1.2 Si une représentation irréductible ir de G apparaît (faiblement) 
dans L 2 (T\G) pour un sous-groupe de congruence, son caractère infinitésimal 
est associé à un paramètre d'Arthur ip^,. 




6.2 G = U(n,l) 

Si G — U(n, 1) toute algèbre de Cartan de gc s'identifie à C™ +1 , de façon 
unique modulo l'action de & n +i = W. Les racines sont données par 

(Xi, . . . X n+1 ) I > Xî Xj {i ^ j). 

Soit L G = GL(n + 1, C) x Gal(C/R). 

Rappelons que L G a été construit dans ce cas au §4.2 ; l'élément non trivial 
g e Gal(C/R) opère par 

g i ^ w t g~ 1 wô 1 , 



w = 



V 1 



-1)" \ 
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Soit 

^:W R x SL(2,C) -» L G 
un paramètre d'Arthur, considérons sa restriction 

V>o : (W c = C X ) x SL(2,C)-»G = GL(n+l,C). 
D'après la définition 6.1.1 (iii) tp est semi-simple et s'écrit donc : 



j <H> Xi 



(6.2.1) 



rj étant une représentation irréductible de degré nj = n + 1) de SL(2, C) 

et Xj un caractère de C x , unitaire d'après (iii). Par ailleurs définissons tpQ par 



ffî(z, s) = ifo(z, s) (z G C x , s e SL(2, C)). 
La condition (i) implique que es * équivalente à la duale ip de tpo, soit 

fo.xJHfa.Xj 1 } (6.2.2) 

où \ a (z) = x{z). 

Chaque bloc de (6.2.1) contribue une somme de caractères à x , de la 
forme 



\zz) 3 2 

V 



\ 



'Xj(z). 



(6.2.3) 



(zz) 2 3 J 

Ecrivons, de la façon usuelle, 

Xj = z q i ( Pj - qj e Z, Pj + qj G y/=ÏR). 

Définissons (P\, . . . P n +i, Qi, ■ ■ ■ Qn+i), modulo l'action diagonale de & n +i '■ 
t(P,Q) = (tP,tQ), par 

(i'i.fc, Qi,fc) = (Pj + - J —^ ,Qj + - J —^ ) , k = 1, . . . , n 3 ; . (6.2.4) 

Nous allons déduire de la Conjecture d'Arthur : 

Lemme 6.2.1 Selon l'identification naturelle avec C" +1 d'une sous-algèbre de 
Cartan de q, le caractère infinitésimal de toute représentation de G associée à 
ip est égal à P e C" +1 (modulo & n+1 ). 
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Soit en effet ip^ le paramètre de Langlands, donné par ses blocs (6.2.4). Noter 



où les (Pi, Qi) (i = 1, . . . n + 1) sont les couples (Pj.k, Qj,k)- 

Soit G* = U(a, b), où a + b = n + 1 et a — b = ou 1, la forme intérieure quasi- 
déployée de G. D'après la classification de Langlands (§4.3-4.4 pour U(n, 1) ; 
67 ), tp^ définit toujours une famille finie de représentations de G* . (La condi- 
tion (4.3.3) qui restreignait fortement les paramètres pour G = U(n, 1) n'inter- 
vient pas ici, car tous les paraboliques L P de L G* = L G proviennent de G* .) Par 
ailleurs G et G* ont la même complexification, et leurs sous-algèbres de Cartan 
complexifiées s'identifient donc canoniquement (modulo l'action de (5„+i). 11 
est alors implicite dans l'article d'Arthur [3J §4], et il résulte explicitement de 
la description par Adams, Barbasch et Vogan des paquets d'Arthur (pQ : voir 
en particulier Thm. 22.7 , Cor. 19.16 et les définitions précédant celui-ci) que le 
caractère infinitésimal d'une représentation de G associée à ip est égal, modulo 
cette identification, à celui d'une représentation de G* associée par Langlands 
à (p.,/). Nous calculons donc dans G*. 

Il suffit alors de suivre les constructions de Langlands 67 . Soit L M C L G* = 
L G un sous-groupe de Levi minimal contenant l'image de ip^p. Alors L M est le 
groupe dual d'un sous-groupe de Levi cuspidal M* de G* , donc de la forme 



où A - B = a - b = ou 1, et n + 1 = N + 2s, avec N = A + B; si G* est défini 
par la matrice J* du §4.2, M* s'écrit sous forme diagonale par blocs : 



que puisque a opère sur G par g i— > wo t g 1 w , on a (cf. 6.2.3) : 



{(Pi,Qi)} = {(-Qi,-Pi)} 



M* ^ (C x ) s x U(A,B) 



\ 



M* 



< 



u 



} 




V 




u e U(A,B). 

D'après des calculs analogues à ceux du §4.3 (et résultant de |B7|). un 
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paramètre ip = <p^, : Wr — > L M, minimal, se restreint alors à Wc C Wr en 



/*7i(*) 



<p : z 



V 



(x/z) Ql 



Les caractères qui figurent dans cette expression sont ceux de (6.2.3) - pour 
tous les blocs - et leurs exposants z p z q sont donc donnés par (6.2.4). Vu la 
condition de minimalité, (p° définit une représentation de la série discrète de 
M* (modulo le centre) et on a donc comme au §4.3 : aj G + Z ; le bloc 
central de ip° définit une représentation S de la série discrète de U (A, B) et les 
représentations associées de G* sont des sous-quotients de 

indpl(?7 ®i5(8l)=:/ 
où P* = M*N* est le parabolique associé et î] <g> ô désigne 

Vi(zi) ■ ■ - Vs{z s )S(u), (z,u)eM*. 

Une sous-algèbre de Cartan (réelle) de M* est donnée par 



f)o = < 



X 



V 



M 



-1 0! 



-1 On 



(zi e C, 9j e M.) 

Posons ?7, = z ai z bi (di — bi S Z) pour i = 1, . . . , s. Le calcul usuel du caractère 
infinitésimal d'une induite donne 



A/(X) = ^aiZi + '^2b i z i + 
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En fonction des valeurs propres Xi de X, ceci s'écrit 

s s jV 

i=l i=l j = l 

Mais, revenant à l'expression de (p°, on voit que le paramètre P associé est 
donné par 

P = (ai, . . . , a s , ai, . . . , a N , —bi, . . . , —b„). 

D'où le Lemme. 

Remarque. Des calculs analogues s'appliquent aux groupes orthogonaux, 
et nous les admettrons (Lemme 6.3.1, Lemme 6.4.1). 

Considérons alors une représentation irréductible unitaire ît de G et son 
paramètre de Langlands (p„ : Wr — » L G. 

Cas A. 7r est une série discrète ou une limite de série discrète. 

Dans ce cas (cf. Ch. 4) son caractère infinitésimal est 

1 n 

P = (pi, . . .Pn+l) , Pi& -Z , Pi = - [1]. 

Alors 7r est toujours associée à un paramètre d'Arthur tempéré : on prend r = 
n + 1 , Tj triviale et 

Xj=z p i(z)-Pi i = l,...n+l; 

Cas B. 7r est un quotient de Langlands J(a, x) où a est une représentation 

de U(n— 1) et x un caractère de C x (cf. §4.3). 

Ecrivons x = z a (z)° , a — (3 G Z. 

Si la représentation J(cr, x) est unitaire on sait que la donnée (a, x) doit être 
hermitienne |5U]. Le groupe de Weyl W(G,M) s'identifie à Z/2Z, opérant 
trivialement sur U(n — 1) et par z i— » z -1 sur C x . On a alors x = X ou 
X = w ■ x" 1 ( w 1) s °ù : X unitaire ou x( z ) = x(^)i i-e : a + /3 G iM. ou 
a, (3 G R. 

Le second cas (si a + (3 ^ 0) correspond aux représentations non tempérées. 
Par ailleurs le caractère infinitésimal de a est représenté par P a G C n , 

( fi 

P a = (TOI, . . . TO„_l) , TOj G -Z , TTii = — [1] , TO î+ l > TOj . 

Celui de J(<r, x) est donné par 

P=(P a ,a,-p) (6.2.5) 

qui doit être de la forme (6.2.4). 

On en déduit donc que tous les coefficients P{ de (6.2.4) doivent être dans 
iZ, sauf au plus deux. 
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Supposons alors que a ^ \7L /? ^ ^Z). Il y a deux possibilités que nous 
examinons maintenant. 

La première possibilité est que 

a = pj et — P = Pj> avec j ^= f et n.,- = rij> = 1 . (6.2.6) 

D'après (6.2.2) \j — z Pj {z) qj apparaît avec \J a = z~ gj (z)~ Pi . Donc py = —qj, 
d'où (3 = qj et a + (3 = p 3 ■ + qj € iR ; \ es t alors unitaire. 
La seconde possibilité est que 



2 

-0 = pj-h- 



3 2 (6.2.7) 



Alors a + [3 = 1, contrairement à l'hypothèse puisque a — [3 e Z. On en 
déduit : 

Lemme 6.2.2 Si J(cr, x) est associée à un paramètre d'Arthur, \ est unitaire 
ou de la forme 

z a z & , a,/3 e ±Z . 

Nous allons en fait démontrer un résultat bien plus précis. Rappelons (§ 4.5) 
que nous ne nous intéressons qu'aux représentations a apparaissant dans A*p. 
D'après le § 4.5, on a alors a = a a ^ avec a + b < n — 1, et 

P*={^---^-(b-l)-,--(b+l),... -- + (a+l)--- + (a -1), ...,--) 



où chacune des suites d'entiers séparés par " ;" est une suite d'entiers consécutifs 
et décroissants. 

De plus, si J(a, x) rencontre A*p, on doit avoir, avec les notations précédentes : 

a — b = a — (3 

(§4.5). Donc x es t de la forme 

X {z) = {z/z)^{zz) s (6.2.8) 

et l'on s'intéresse au cas où J n'est pas tempérée, donc sel - {0}. 

Proposition 6.2.3 On suppose que a = et que x est de la forme (6.2.8) 
avec s réel > 0. Alors J(cr, x) est unitaire et associée à un paramètre d'Arthur 
si, et seulement si : 



s= n - {a + b) -k,0<k<^- {a + b) 



(6.2.9) 
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Nous ne démontrons que l'implication directe, la seule utilisée dans ces notes. 
Soit sq = n ~^ +b ) . On sait que le dual unitaire de G = U(n, 1) est complètement 
classifié. Nous utilisons la description des résultats par Knapp [521 §3] - voir 
aussi [51]. Il en résulte que I(a, x) est irréductible et unitaire pour s g]0, so[ et 
que J(<7, x) est (irréductible) unitaire pour s = sq. Pour s > sq la représentation 
n'est pas unitaire. Si le caractère infinitésimal de J(s, x) provient d'un paramètre 
d'Arthur, nous devons vérifier que s vérifie (6.2.9). 

Nous revenons à la description du caractère infinitésimal P donnée avant le 
Lemme 6.2.2. On sait déjà que a,/? € ^Z, avec a = f3[l]. 

Lemme 6.2.4 La relation (6.2.9) est équivalente à 

n r , 
a,(3 = ~ [1]. 

En effet, puisque a — j3 = a — b et a, b sont entiers : 

s = ~(a + P) = \{a - P) +0 = \{a - b) +0 = ^(a + b) +0 [1] 

donc s = "~^ +b ^ a, /3 = | . 

Nous démontrons donc que a, (3 = Ç si J(cr, \) est associée à un paramètre 
d'Arthur. Pour ceci nous allons reformuler la paramétrisation des représentations 
du groupe unitaire. 

Les paramètres de Langlands (§4.3) ou d'Arthur (§6.1) sont de la forme 

^: W -> L G 

\ / 
Gal(C/M) 

avec W = Wr (Langlands) ou x SL(2, C) (Arthur). (On notera simplement S 
le groupe SL(2, C). Dans le cas de Langlands, on désigne donc par ip le paramètre 
noté if au §4.3). Le groupe W est de la forme W° II W°j, où j s'envoie sur 
a G Gal(C/R) ; il contient un élément, noté —1 G W°, tel que j 2 = —1. Enfin, 
on notera z^tz l'action de j, par conjugaison, sur W°. 

On suppose que G est un groupe unitaire de rang m ; L G est décrit au §4.2. 
La donnée de tp se réduit aux données suivantes : 

(Aa) ipo : W Q -> G = GL(m, C) 

(Ab) W) = (jg,v), geGL(m,C) 
avec les restrictions suivantes : 

(Al) {g, a) 2 =M-1) soit : 

gw t g~ 1 wô 1 = ^o(-l) 
(A2) [g, a)i> (z){g, er)" 1 = Vo(^), soit : 

gw t ilj (z)- 1 wô 1 = .9 _1 -0o(2) (z G Wq). 
Posant h — gwo, et en tenant compte de l'identité t w = (— l) m+1 u>o, les 
conditions se réécrivent : 
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(Al) h'h- 1 = (-l) m +Vo(-l) 

(A2) ft^o^)" 1 ^ 1 - ^(*) (2 G W ). 

Notons V = C m et soit V* l'espace dual, lui aussi identifié à C m par la base 
duale. On peut alors considérer tp , h comme les données suivantes : 

(Ba) ?/>o = représentation de Wq sur V. 

(Bb) H = isomorphisme V* — > V . 

Soit H* : V* — » V l'adjoint. Les contraintes sont alors : 

(Bl) HMWH- 1 =VoOT) NK'o) 

(B2) tf(iP)- 1 = (-l) m +Vo(-l). 

Réciproquement, une donnée (B) détermine, après choix d'une base de V, 
une donnée (A). 

Nous appliquons ceci à une donnée d'Arthur, avec m = n + 1. Donc VF = 
Wr x 5 ; la représentation ipo de Wq = C x x 5 est semi-simple, unitaire en re- 
striction à C x . Les considérations du début du §6.2 s'appliquent. On supposera 



Les coefficients Pi de P S C™ +1 — cf. (6. 2. 4) — appartiennent à . . 
±Z, et (n - 1) d'entre eux sont = § [1]. (6.2.10) 

Cette condition est vraie dans notre cas, cf. (6.2.5). La Proposition 6.2.3 sera 
donc démontrée modulo le 

Lemme 6.2.5 // n'existe pas de donnée (B) vérifiant (6.2.10), et telle que les 
deux autres coefficients a, —(3 de P vérifient a, (3 = [1] et soient distincts. 

(Remarquer que a = —[3 correspond à s = 0, donnée permissible pour une 
représentation d'Arthur.) 

Soient Xj l es caractères apparaissant dans l'expression (6.2.1) de ipQ. Alors 
Xj = z p z q , avec p G |Z, etp— çeZctp + çG iR. Donc Xj = ( z / z) Pj > Pj € 

Soit par ailleurs ip^ la représentation de W-r déduite de tp et ip*^ sa restriction 
à C x . On a donc sous </?° : 

v = ®v( v ) 

n 

où î] = z p (z) q décrit les caractères de C x . Soit 

v' 

où rf décrit les caractères tels que p £ f + Z. Par hypothèse T est de dimension 
2. 

Lemme 6.2.6 T est stable par Wq = C x x S (pour la représentation ipo) 
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En effet V se décompose canoniquement sous Wq en somme d'espaces iso- 
typiques, eux-mêmes multiples de représentations \ ® P où % = {z/z) p et /? est 
une représentation irréductible de 5. Sous , %® p donne des caractères d'ex- 
posants p' = p + ,£ ^- + (entier) où r = dim p. Ils ont tous la même parité (mod 
1), d'où le Lemme 6.2.6. 

Soit T* C V* défini de façon analogue. D'après (Bl) H envoie T sur T* , et 
c'est alors un isomorphisme. Donc la donnée B définie par (T, ipo, H) vérifie les 
conditions (B) ; dans (B2) Vo( — 1) es t bien sûr un endomorphisme de T. Il faut 
alors distinguer deux cas : 

Cas I : T = x (g) /9 2 où P2 est irréductible. 

On peut considérer H : T — > T* comme une forme bilinéaire sur T. D'après 
(Bl) H est invariante par S, donc antisymétrique. D'après (B2) on a donc : 

-î = (-irvo(-i) = (-irx(-i) 

ce qui implique que \ = ( z / z ) p avec p = ?4p- [1]. Mais alors les exposants 
{p+ \ -,p— \\ de (pif, apparaissant dans T appartiennent à Ç + Z, contradiction. 

Cas ïl : T = xi ® Xii S opérant trivialement. 

Dans ce cas xi — ( z /^)"i X2 = i z /z)^ et donc xi Xi P ar hypothèse. 
Soient (e, /) la base de T associée et e* , f* la base duale de T* . D'après (Bl) 

H : V* — > V s'écrit dans ces bases sous forme diagonale, H = . Alors 

HiH*)- 1 = 1 d'où (B2) Vo(-l) = (-1)™- Or Vo(-l) = (-1) 2 "(= (-1) 2/3 ) donc 
a = /3= f [1]. 

Ceci achève la démonstration du Lemme 6.2.5. 

En combinant la Proposition 6.2.3, le calcul des représentations a apparais- 
sant dans A pq (§4.5) et le calcul des valeurs propres correspondantes (Prop. 
4.5.1), on en déduit : 

Corollaire 6.2.7 Soit ir une représentation unitaire irréductible de G telle que 
HoniK{A p p + (g) A 9 p~,7r) 7^ est associée à un paramètre d'Arthur. Alors la 
valeur propre A de l 'opérateur de Casimir dans vérifie : 

\=[n-a-b] 2 -[n-a-b- 2k] 2 , 
pour a<p,b<q, (p - q) - (a - b) G {-1, 0, 1} et < k < [ "~ ( ° +b) . 



6.3 G = SO(n,l), n impair 

Le groupe G n'est pas connexe : son sous-groupe compact maximal est K = 
S(0(n) x {±1}) = 0{n). Puisque les Conjectures d'Arthur ne s'appliquent a 
priori qu'aux groupes algébriques (et que nous préférons éviter de considérer 
le groupe des spineurs), nous considérons néanmoins, pour l'instant, G. Posons 
n — 2(. — \, de sorte que t est le rang absolu de G. 
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Pour n impair, le groupe dual L G a pour composante neutre 

G = SO(n+l,C). 



(6.3.1) 



Par ailleurs, si £ est pair, G est forme intérieure de G* = SO(£ — 1, £ + 1) ; 
si l est impair G est forme intérieure de G* = SO(£,£), le groupe G* étant 
toujours quasi-déployé, et déployé dans le second cas. On en déduit que 



L G = SO(n + 1, C) x Gal(C/R) (produit direct), £ impair (6.3.2) 
L G = SO(n + 1,C) x Gal(C/R), £ pair. (6.3.3) 

Dans le second cas, l'action de g ^ 1 respecte un sous-groupe de Borel, par 
exemple les matrices triangulaires supérieures dans SO(2m + 2, C) = SO(2m + 
2, J) où J est la forme de matrice 

li 
U 

Elle doit aussi respecter un épinglage (voir §4.2). 
Supposons G défini pour la forme de matrice 



V 



\ 



1 



/ 



Le sous-groupe parabolique propre (minimal) de G s'écrit 

P = MN 

où M C G stabilise la décomposition correspondante M. n+1 = W 1 ^ 1 

M = S(0(n - 1) x 0(1, 1)) 

a 



ou 



et 



On pose 



et 



0(1,1) =< 50(1, 1),e >,e 



a G 





: a > oj 









M = °MA 



»2 . 



; donc 

(6.3.4) 
(6.3.5) 

(6.3.6) 
(6.3.7) 



où la composante neutre de °M est °M° = SO(n - 1) et °M =< °M°, e, 77 >, 
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V=[ _J G 50(1,1). 
Si r est une représentation irréductible de M et s € C soit 

7(r, s) = ind? MAW (r <g) e s <g) 1). 

On utilise la classification de Langlands (cf. Ch. 4 pour U(n, 1), [SZj). Pour 
n impair G n'a pas de série discrète. Alors toute représentation admissible 
irréductible de G est de la forme suivante : 

7r est un sous-module de I(t, s);t € "M, s G iM . (6.3.8) 



7r est l'unique quotient irréductible J(r, s) de TYr, s) 

(6.3.9) 

où p e °M et iîe(s) > . 

Dans le cas (6.3.8) on sait en fait que I(t, s) est irréductible; sa restriction 
à G° est en fait irréductible, cf. [ST]. 1 

Par ailleurs, une sous-algèbre de Cartan f)o de go est donnée par les matrices 





{ ~Xi 
Xi 




\ 






X = 




-Xt-1 




{Xi e R) . 


(6.3.10) 




V 


XI 

-Xi ) 







Posons yi — y— î Xi [i < £ — 1), y g = xi. Les coordonnées y donnent un 
isomorphisme 

f) = f) ® C £ 

pour lequel les racines dans A(g, [)) sont réelles. Le groupe de Weyl W est 
&i x {il}^" 1 , {±1} £_1 étant le sous-groupe de {±l} f , opérant diagonalement, 
défini par Ils^ = 1. 

Soit °î) = C^" 1 , naturellement plongé dans f). C'est une algèbre de Cartan 
pour °m. Soit A T G °f)* le caractère infinitésimal de r, défini modulo &g-\ x 
(±1)^~ 2 . Celui de I(t,s) est alors 

A„ = (A T ,s)eC'. (6.3.11) 

Si J(t, s) est unitaire on a s £ il ou s £ 1 (ceci n'étant possible que pour 
certaines valeurs de t). 

1 Nous n'utiliserons pas ce fait, sauf en notant dans tous les cas J(t,s) la représentation n 
pour uniformiser les notations. 
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Soit alors 



tp:W R x SL(2,C) -» L G 



un paramètre d'Arthur pour G, et considérons 



V>o : C x x SL(2, C) -» G c GL{2£, C). 
On peut définir alors, comme dans le § 6.2, 




P=(P 1 ,...,P e ,-P 1 ,...,- 



P,) = (P',P"). 



Alors P' est uniquement défini modulo W, et l'on a, en supposant que ir est 
dans le paquet d'Arthur associé à ip : 

Lemme 6.3.1 Le caractère infinitésimal de tt est paramétré par P' . 

On l'admettra (voir la démonstration du Lemme 6.2.1). 

Nous supposons maintenant n donnée par (6.3.8) ou (6.3.9). Puisque r est 
une représentation irréductible de M, son caractère infinitésimal est celui de 
sa restriction à °M° = SO(n — 1) ; on a alors, le tore maximal de SO(n — 1) 
étant paramétré par (6.3.10) : 

A r = fi r + p 

p = (e-2,e-i,...,o)e c 1 - 1 

p T = (fli,...,(J,l-i), /il S Z, Pl> ■■■> pt-\,pt-1 + ptt-\ > 

de sorte que A T vérifie : 



A r = (Ai, . . . , A^_i) 

A, e Z, Ai > • • • > A^_i , A^_ 2 + A^_! > . 



(6.3.12) 



Par ailleurs le caractère infinitésimal de ir est paramétré par 



P'= (X T ,S). 



(6.3.13) 



Or le paramètre (P', — P') associé à 



ip:W c x SL(2, C) —> G —> GL(n + 1, C) 
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vérifie les conditions du § 6.2 ; on a : 

(P', -P') = ( Pj + Jh+^L) mod &n+1 . (6 .3.i4) 
Nous allons utiliser ces relations pour démontrer : 

Lemme 6.3.2 Si le caractère infinitésimal d'une représentation unitaire tt = 
J(r, s) est associé à un paramètre d'Arthur, s G iS. ou s G Z. 

La démonstration est un peu compliquée. Nous démontrons d'abord sous les 
mêmes hypothèses : 

Lemme 6.3.3 s G iM. ou s G \Z . 

Supposons en effet s ^ ±Z. D'après (6.3.13) et (6.3.14), 

s = p + m +i~ 2fc pour un p = p } , m = n } . (6.3.15) 

Donc p ^ |Z. Par ailleurs la représentation X ® r j de C x x SL(2, C), où \ = 
z p (z) q , apparaît avec sa duale. Puisque p ^ 0, x X = X 1 - Si m > 1, (6.3.14) 
contient au moins quatre coordonnées ^ ^Z, contrairement à (6.3.13). Donc 
m = 1. Enfin, on a p + q G iR (x est unitaire), p — q G Z donc p G \ï + iM.. Or 
p = s ou — s et s G iM. U M car tt est unitaire. D'où s G iM.. 

Pour démontrer le Lemme 6.3.2, nous pouvons maintenant supposer que 
s G ^Z; nous allons dériver une contradiction. Noter que si s G |Z, p G ^Z; 
puisque p + g e iK et p - g G Z on a p = —q. Par ailleurs l'argument précédent 
montre toujours que m = 1. 

Supposons d'abord £ impair, de sorte (6.3.2) que 

L G = SO(2£, C) x Gal(C/R). 
Vu comme représentation de C x x SL(2), on a 

ip = x®x~ 1 ®^2x l ®n, 

X (z) = {z/zf. 

Pour tout i, on a de plus pi + G Z, où Xi( z ) = X Pi ; toujours d'après 
(6.3.13). 

Soit j l'élément extérieur de Wr et ip(j) = (x, a) G L G. Alors 

V>0M) = xip{z,s)x~ 1 (z G C x , s G SL(2)). (6.3.16) 
Notons i/>/ la partie de ^ d'exposants fractionnaires : 

i> f (z) = ( X (z), X - 1 (z),l,...,l). 

On déduit facilement de (6.3.16), en considérant les classes d'isotypie de ip 
vue comme représentation de degré 2£, que 

i> f (z) = xi) f {z)x- x . (6.3.17) 
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En utilisant la forme explicite de G donnée après (6.3.6), on peut écrire à 
conjugaison près tpf sous la forme 



(x 



\ 



V 



où on a abrégé xi z ) en X- L'équation (6.3.17) montre que x préserve la décomposition 
isotypique associée de C 21 , donc s'écrit (x' , x") où x' e 0(2), x" e 0(2£ — 2) et 
det(x')det(a;") = 1. 

Alors l'équation (6.3.17) implique 



„/ X 



(x'T 



X 



d'où x' = y u Je 0(2) - 50(2) ; u e C x . Mais alors (x'f = 1, contraire- 
ment à la condition 



/-l 



m 2 - V'O' 2 ) = ^(-i) 



V 



-1/ 



(Car peiZ,p^Z donc = -1.) 

Le calcul est similaire mais plus compliqué si l est pair. Dans ce cas G 
S0(2ê,C), 



L G = S0(2£,C) x Gal(C/R) 

et nous devons préciser l'action de a donnée par Langlands. Avec le même 
choix de la forme quadratique J, G a pour sous-groupe de Borel B ses matrices 
triangulaires supérieures ; l'action de a doit préserver G, B, le tore diagonal T 
ainsi qu'un épinglage (§4.2), et être non triviale. Sur T, on a alors 
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(xi 



X£ 



XI 



b e-i 



V 



V 



de sorte que a échange les deux dernières racines ae-i = x^_i x e 1 et ag 
xg-ixe du diagramme de Dynkin. Un calcul simple montre que 

°{g) = w 9 w^ 1 (g e G) 

fU-i \ 

1 

1 

est l'automorphisme cherché. Noter que w G O(J). 

Considérons alors, comme pour £ impair, l'homomorphisme ipf : 



w = 



'G 



Gal(C/I 



Quitte à conjuguer ipf par un élément de G, on peut supposer que ipf(C x ) C 
T, puis que 



tp f (z) = 



(x 



\ 



\ 



avec la notation précédente. Soit V/C?) = ( x , (7 )- Alors 



X) 



(x,a)ip f (z)(x,a) 1 



x w ipf(z)w 1 x 1 
x ipf(z)x~ 1 . 
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Ceci implique comme dans le cas impair que x E 0(2) x 0(21 — 2) et que sa 
composante dans 0(2) est de la forme ( I . Comme précédemment, ceci 

contredit le fait que x(j 2 ) = x(~ 1) = — !• 

D'après la classification du dual unitaire de G, on déduit alors du Lemme 6.3.2 

Proposition 6.3.4 Toute représentation unitaire ir de G dont le caractère in- 
finitésimal est associé à un paramètre d'Arthur est de la forme J(t,s) où 

(i) s eiR 

ou 

(a) s g z . 

Pour r fixé, et dans le cas (ii), la longueur du paramètre s g Z est bien 
sûr contrôlée par la description, connue, des séries complémentaires (voir par 
exemple |6()| pour un guide sur la littérature concernant les duaux unitaires). 
Si t = 1 (représentation triviale), 7r TjS est unitaire si \s\ < t — 1 ; pour les 
représentations d'Arthur, on a donc s e il ou ±s = 1, 2, . . . , l — 1 = îi ^- ; le 
point s = £ — 1 est la demi-somme des racines p de N dans A, et correspond à 
la représentation triviale. La Conjecture 6.1.2 implique donc une conjecture de 
Burger et Sarnak H3 EH] : 

Conjecture 6.3.5 (i) Si une représentation sphérique J(l, s) apparaît dans 
L 2 (T\G) pour un sous-groupe de congruence, s € ïR ou s € {1, ... , ^^j. 

(ii) En particulier les valeurs propres du laplacien associées vérifient 



A > 



0(1 



A = ( - k 2 . k = 1, 



2 j , ^, • . • , 2 . 

La première valeur propre ^ est donc Ai = n — 2. 
La partie (ii) résulte de (i) et des calculs suivant le Théorème 2.3.2. 



6.4 G = SO{n, 1), n pair 



On supposera n > 4. Les remarques du § 3 sur la connexité restent exactes, 
ainsi que la description du parabolique minimal. Par ailleurs G est un groupe 
de type Ce où l = ^ et son dual (connexe) est 

G = Sp(l) = Sp(%), 
le groupe symplectique de la forme alternée sur C 2£ de matrice 

( "A 
-1 



J 



1 



V 1 
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On a dans G un tore maximal T formé des matrices 



x = 



Xi 



V 



(6.4.1) 



et un sous-groupe de Borel B formé des matrices triangulaires supérieures de 
G. Enfin 

L G = G x Gal(C/R). 
Une représentation admissible irréductible ir de G est de la forme suivante : 



7r appartient à la série discrète. (6.4.2) 

7r est un sous-module de I(t, s), r G °M, s G iM. (6.4.3) 

7T = J(r, s) est l'unique quotient irréductible de J(t, s) 

. . (6.4.4) 

où t G °M et Re(s) > . 

Comme dans (6.3.10) une sous-algèbre de Cartan f) de g est donnée par 
les matrices 





/ -X\ 

x 1 






\ 




X = 




-xt-i 

xe-i 








(xt G 




\ 


Xi 


-Xi ) 





On a de nouveau f)®C = C £ , le groupe de Weyl étant maintenant &i x {±1} £ = 
W. 

Soit ^ : Wr x SL(2) — > L G un paramètre d'Arthur, et P G C 2£ le paramètre 
holomorphe associé (cf. §6.3). Alors P = (P' , — P') où P' G C £ est bien défini 
modulo l'action de W. Donc P' définit naturellement un élément de t)* , et on 
peut vérifier : 

Lemme 6.4.1 P' est le caractère infinitésimal de la représentation associée 
à ipip. 

La démonstration est laissée au lecteur (cf. Lemme 6.2.1). 
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Par ailleurs °m = so(n — 1), l'algèbre de Lie °m s'identifie àC f 1 C C e et 
A T vérifie 

K = Mr - P 

p =(£-l £-§,.. .,§) (6.4.5) 
p T = (pi,.. -,Pi-i) , ^ G Z , Mi > • •• > w_i > . (6.4.6) 

On a donc 

A T - (A^ , A, g | + Z , Ai > • • • > Xe-i > . (6.4.7) 

Le caractère infinitésimal de I(t, s) est alors 

A/ = (A T ,«). (6.4.8) 

Lemme 6.4.2 Si ie caractère infinitésimal d'une représentation unitaire n = 
J(t, s) est associé à un paramètre d'Arthur, s G iM. ou s G i + Z. 

Tout d'abord, le Lemme 6.3.3 s'applique et montre que s G iR ou s G |Z. 
Supposons alors s = p G Z. Comme après le Lemme 6.3.3, V : C x x SL(2) — » 
GL(2£,C) est de la forme 

= x œ x^ 1 © ® r * 

où x(z) = (z/z) p . Les exposants holomorphes Pj apparaissant dans ^^Xi ® r i 

z 

doivent être dans i + Z d'après (6.4.8) et (6.4.7). On peut considérer comme 
dans le § 6.3 la partie de if> d'exposants P entiers : 



lk(*) = (x(s),X _1 (*),l) 
^e(z) = a; 1p e (z)x~ 1 



et 



où V'(j) = (i,ff)eGx 

Revenant au choix (6.4.1) de T on peut supposer 



ipe(z) = 



(x 



V 



\ 



X" 1 / 



, V>e(z) = 



V 



x) 



Alors a; préserve la décomposition correspondante C 2e = C 2 ® C 2£ 2 et s'écrit 
a; = (x',x"), ar 7 G SX(2,C), x" G 5p(f - 1,C). La relation xip^x' 1 = ip e (z) 



implique x' = ^ J, — ab = 1, d'où x 

x(-i) = 1 • 

Comme précédemment, on en déduit : 



,/2 



-1 contrairement à x{j 2 
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Proposition 6.4.3 Toute représentation unitaire tt de G dont le caractère in- 
finitésimal est associé à un paramètre d'Arthur est de la série discrète, ou égale 
à un sous-module de I(t, s) ou à J(r, s) avec 

(i) seil 

(il) s e \ + Z . 

Pour les représentations sphériques, on a alors : 

Conjecture 6.4.4 (Burger-Sarnak) 

(i) Si une représentation J(l, s) (s G R, s ^ 0) apparaît dans L 2 (T\G), ±s S 

I 2 ' ■ ' ■ 2 J ' 

(ii) i5n particulier les valeurs propres du laplacien associées vérifient 

A "^2 
otlA =(^i) 2 -(^-fc) 2 k = 0,1,... 

La première valeur propre ^ est Ai = n — 2 2 . 



6.5 Existence des représentations exceptionnelles 

Comme nous l'avons rappelé les Conjectures 6.3.5 et 6.4.4 sont dues à Burger 
et Sarnak (cf. [23j). H montrent de plus que si G est un groupe algébrique sur 
Q obtenu par restriction des scalaires à partir d'un groupe orthogonal sur un 
corps de nombres et tel que G nc = SO(n, 1), les valeurs propres 

pour k = . . . , — f 1 ^-] apparaissent dans le spectre automorphe de G. 
Ce qui montre que les Conjectures 6.3.5 et 6.4.4 sont optimales. 

Le Corollaire 6.2.7 et les Conjectures d'Arthur impliquent une conjecture 
beaucoup plus forte que la Conjecture A pour tout groupe G tel que G nc = 
SU(n, 1). Nous pensons que cette conjecture est optimale dans le même sens 
que la conjecture de Burger et Sarnak est optimale. La grande différence est 
que nous considérons cette fois tout le spectre automorphe et non seulement le 
spectre sphérique. Bien que nous ne sachions pas montrer que cette conjecture 
est optimale, nous pouvons montrer le résultat suivant. 

Théorème 6.5.1 Soit G un groupe algébrique sur Q obtenu par restriction des 
scalaires à partir d'un groupe unitaire sur un corps de nombres et tel que G nc = 
SU(n,l). Soient a,p,q,k des entiers vérifiant 

- 0<a<p,q<n; 

- p-qe {-1,0,1}; 
< k < [a^a] . 



2 Pour n > 2 ! c'est i pour n = 2. 



6.5. REPRÉSENTATIONS EXCEPTIONNELLES 



87 



Alors, le dual automorphe G*Aut de G contient une représentation unitaire irréductible 
7r de G telle que Homn(A p p + A 9 p~,7r) et dont la valeur propre de 
l'opérateur de Casimir dans K ïï est égale à 

(n - 2a) 2 - (n-2a- 2k) 2 . 

Démonstration. Nous conservons les notations du §2. On suppose que a = o~ a .b 
et que \ est de la forme (6.2.8) avec s = "~ 2 °~ 2fc . La Proposition 4.5.1 implique 
que Hom^(APp+ ® A q p~, J(a, x)) ^ 0. 

D'après [^] Theorem 7.7] la représentation J(er, x) apparaît discrètement 
comme sous représentation de L 2 (H\G) pour H = S(U(a + k) xU(n—a—k,l)). 

Puisque G provient (par restriction des scalaires) d'un groupe unitaire sur 
un corps de nombre, il contient un Q-sous-groupe algébrique H tel que H nc = 
S(U(a + k) x U(n — a — k, 1)). Un théorème de Burger, Li et Sarnak ^5] affirme 
que si p S ÎÎAut et si -k est une représentation de G faiblement contenue dans 
l'induite (unitaire) de p de H à G, alors tt G GAut- La représentation triviale 
1h de H appartient bien évidemment à H^ut et l'induite de H à G de 1# est 
L 2 (H\G). La représentation J(cr,%) appartient donc à GA u t- 

Remarquons que d'après les Propositions 6.3.4 et 6.4.3, les Conjectures 
d'Arthur impliquent la Conjecture A pour tout groupe G vérifiant G nc = 
SO(n, 1). On peut de même facilement déduire des Propositions 6.3.4 et 6.4.3 et 
des Conjectures d'Arthur, une généralisation de la Conjecture A. Cette conjec- 
ture n'est certainement pas optimal. Un (fastidieux) exercice d'algèbre linéaire 
permettrait sûrement d'obtenir un résultat optimal. 



Chapitre 7 

Théorème de 
Luo-Rudnick-Sarnak 



Dans ce chapitre nous démontrons la légère généralisation suivante d'un 
théorème de Luo, Rudnick et Sarnak |7(J| . 

Théorème 7.0.2 (Approximation de Ramanujan) Soit F un corps de nom- 
bre et A son anneau des adèles. Soit n un entier > 2 et 7r = (& v % v une 
représentation automorphe cuspidale de GL(n, A). Alors, en chaque place archimédienne 
v la représentation tt v est un quotient de Langlands 

où les o~j^ v sont comme dans les Théorèmes \3. 1 . il et \3.1.1à et tels que pour tout 
3 = !>• ••)'"> 

Remarquons que depuis l'annonce de nos résultats dans JU| W. Millier nous 
a informé qu'il a, conjointement avec B. Speh, lui aussi étendu le résultat de 
Luo, Rudnick et Sarnak aux représentations non ramifiées. 

Fixons un corps de nombres F, A son anneau des adèles et n un entier > 2. 



7.1 Fonction L de Rankin-Selberg 

Dans cette section nous faisons quelques rappels concernant la théorie de 
Rankin-Selberg. De la même manière que l'on a associé à une représentation 
automorphe une fonction L, la théorie de Rankin-Selberg associe une fonction L 
(dite de Rankin-Selberg) à toute paire de représentations irréductibles unitaires 
cuspidales ir — ® v tt v et n' — <g) v ir' v de GL n (A) et GL n i(Â) respectivement. Cette 
fonction L est encore donnée par un produit eulérien 

L(s, 7r x 7r') = Y[ L{s, ir v x n' v ) 
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où v décrit l'ensemble des places de F. 

Nous allons commencer par décrire les facteurs locaux L(s,ir v x tt' v ) lorsque 
v est une place finie, puis lorsque v est une place archimédienne ; enfin nous 
nous intéresserons à la fonction L globale. 

Fixons v une place de F. Dans les trois prochaines sous-sections nous nous 
intéressons aux facteurs locaux, pour simplifier les notations on notera F = F v 
et 7r = tt v . Pour l'instant F est donc un corps local de caractéristique zéro. 

Si 7r est une représentation admissible irréductible de GL n (F), nous notons 
tt la représentation contragrédiente que l'on peut réaliser dans le même espace 
que 7r par l'action îr(g) = 7r(*g -1 ). 

Soient 7Tj, i = l,...,r, des représentations admissibles irréductibles des 
groupes respectifs GL 7li (F) . Alors tt = iri (g) . . . (g n r est une représentation 
admissible irréductible de 

M (F) = GL ni (F) x ... x GL nr (F). 

Pour s = (si, . . . , s r ) G C r soit TTi[si] la représentation de GL ni (F) définie par 

tt< [«<]($) = |det| Sl ^( ff ), 5 e GL ni {F). 

Nous notons 

Jpfoâ) = indpj£j(7Ti[si] (g) . . . (g) 7r r [s r ]) 

l'induite unitaire. 

Remarquons que Shalika a démontré que la composante locale d'une représentation 
automorphe cuspidale de GL n (A) est générique [55] ■ Et Jacquet et Shalika [SSj 
ont montré que toute représentation irréductible unitaire générique n de GL n (F) 
est équivalente à une représentation induite (et non seulement à un quotient) 

TT = Ip((J,s), 

où P est un sous-groupe parabolique standard de type (ni, . . . , n r ) de GL n , 
s £ C r et a est une représentation de carré intégrable de Mp (F) , le sous-groupe 
de Levi de P sur le corps local F 1 . 

Dans les trois sous-sections suivantes nous décrivons les facteurs locaux de 
la fonction L de Rankin-Selberg lorsque F est non-archimédien, ou bien égal à 
K ou à C. 

7.1.1 F non-archimédien 

Comme nous l'avons rappelé, toute représentation irréductible unitaire générique 
7r de GL n {F) est isomorphe à une représentation induite 

7T = /F(<^)> (7.1.1) 

1 C'est la seule propriété des représentations génériques que nous utiliserons, le lecteur non 
familier peut donc accepter comme "boîte noire" le fait que toute représentation 7r comme 
ci-dessus est obtenue comme induite, résultat qui découle de 1891 et I5bl 
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où P est défini par une partition (ni, ni, . . . , n r ) avec n^+i < n*, s = (si, . . . , s r ) G 
C et a — ®iOi où chaque <jj est une représentation de la série discrète de 
GL ni (F). Soit 7r (resp. 7r') une représentation irréductible unitaire générique de 
GL n (F) (resp. GL n i(F)). On définit le facteur local de Rankin-Sclberg pour la 
paire (n, n') par récurrence. Tout d'abord, L(s,ir x n') — L(s,ir' x n). Si tt est 
comme dans (|7.1.1I) . 

r 

L(s,^X7r') =Y[L{s + s l ,a l xtt'). (7.1.2) 

i=i 



Il reste à définir les facteurs L pour des représentations de la série discrète. 
De la même manière que les représentations de la série discrète forment les 
blocs pour construire toutes les représentations unitaires génériques du groupe 
linéaire, ce sont les représentations supercuspidales qui forment les blocs élémentaires 
permettant de construire toutes les représentations de la série discrète. Rap- 
pelons donc qu'une représentation p de GLd(F) est dite supercuspidale si elle 
n'apparaît comme sous-quotient d'aucune représentation induite d'un sous-groupe 
parabolique propre. Les représentations supercuspidales sont donc exactement 
les représentations qui ne sont pas accessibles par le procédé d'induction. Les 
représentations supercuspidales peuvent aussi être caractérisées par le fait que 
leurs coefficients matriciels sont à support compact modulo le centre de G. On 
renvoie à ^2 pour plus de détails sur les représentations supercuspidales. 

Soit maintenant a une représentation de carré intégrable de GL m (F). D'après 
Bernstein et Zelevinski ^2]> il existe un diviseur d\m, un sous-groupe parabolique 
standard P de type (d, . . . , d) de GL m (F), et une représentation p de GLd(F) su- 
percuspidale, irréductible et unitaire tels que a soit l'unique quotient irréductible 
de la représentation induite md P (jOi (g) . . . ® p r ), où r = m/d et pj = p\j — (r + 
l)/2]. On désigne cette représentation par a — A(r,p). 

Soit donc a = A(r, p) (resp. a' = A(r',p')) une représentation de la série 
discrète de GL m (F) (resp. GL m i(F)), avec m < m'. On pose alors : 

r / 

L(s, a x a') = JJ L(s + 7 -^- -j,px p'). (7.1.3) 

3=1 

La description des facteurs L de Rankin-Selberg est donc réduite au cas 
de deux représentations supercuspidales. Soient p\ et pi deux représentations 
supercuspidales de respectivement GLk 1 (F) et GLk 2 (F) . Lorsque pi n'est pas 
un twist de p%, i.e. s'il n'existe pas de nombre complexe t G C tel que pi = pi[t], 
en particulier lorsque k\ ^ ki, on pose L(s,p\ x p 2 ) = 1. On pose enfin 

L(s,pi x pi[t\) = L{s + t, Pl xp 1 ) 

= C*+'))-\ {1AA) 

où a\ki est l'ordre du groupe cyclique des caractères nonramifiés x = |det|" tels 
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que pi ® x — Pi- Si (r% = A(ri,pj), (|7.1.3[) et (|7. 1.411 impliquent 

L(s + 2Re(si),aiX ài) = ]f[ L(s + 2Re(si) + n - j, p x p) 

3 = 1 

fi 

= TT(1 _ ? -o 4 (8+2aB(8 4 )+ri-j)^-l 5 

i=l 

où ai est l'ordre du groupe cyclique des caractères nonramifiés x tels que Pi®x 
est isomorphe à p^. On en déduit que si 7r = Ip(a,s) est une représentation 
irréductible unitaire de la série principale de GL n (F) et si i est un indice tel 
que Re(sj) > 0, il existe un facteur de la fonction L(s,ir x fr) ayant un pôle en 
s = -2Re(s*). 



7.1.2 F = R 

Soit 7r (resp. n') une représentation irréductible unitaire de GL n (M) (resp. 
GL n i (M.)). On définit les facteurs locaux réels de la fonction L de Rankin-Selberg 
attachée à la paire de représentation (tt, n') à partir des représentations semisim- 
ples (p et <p' du groupe de Weil Wr de degrés respectifs n et n' associées par la 
correspondance de Langlands locale aux représentations ir et u' . 

Nous avons déjà décrit les facteurs L associés à une représentation semisimple 
du groupe de Weil Wr. Remarquons que le produit tensoriel tp (g) ip 1 définit une 
représentation semisimple du groupe de Weil Wm de degré nn' . On définit alors : 

L(s,itxtt') = L{s,<p®<p'). (7.1.5) 

Supposons que la représentation tt est isomorphe au quotient de Langlands 
J((Ti, . . . , oy) où les <Jj sont comme dans le Théorème lH.l.ll D'après le Théorème 
13.4.31 on déduit de l'unitarité de 7r que pour chaque entier j G [1, r] soit 

- tj est imaginaire pure, soit 

- ~Re(tj) > et il existe k ^ j tel que nt — n,j, lk — lj (ceux-ci pouvant être 
égaux à un entier comme à l'un des signes + ou — ) et tj — — ïfc. 

En utilisant la description des facteurs L donnée par la Proposition ^ . 3 . 31 on 
déduit de l|7. 1.5(1 que L(s, n x n) est un produit de facteurs Gamma de la forme 

4(27r) -2 S -2t i +2t 3 - m a X (i i ,i J ) r(s + t . _ t . + \_h_lA )r(s + t ,_ t , + 

ou 

4 ( 27 r)- 2s -*«r( s + U - tj + |)r(a + t, - u + |) 

ou 

n 2 r ( _j <i) ; 

où Eij € {0, 1} avec e^j = £j + £j mod 2, 1 < i,j < r et les correspondent 
aux signes dans la Proposition 13.3.31 Puisque tt est unitaire on déduit de ces 
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formules que pour tout indice i < r tel que Re(tj) ^ 0, le L-facteur local 
L(s,tt x 7r) contient un facteur Gamma du type 

r(s + 2Re(U)) 



ou 

s + 2Re(U) 
{ 2 '' 

Puisque la fonction Gamma T(s) n'a pas de zéro, on conclut que L(s,tt x n') a 
son premier pôle en s = 2max|Re(ti)|. Rappelons enfin que le Théorème 13.4.31 
implique que Re(ii) < \ puisque 7r est générique. 



7.1.3 F = C 

Le cas F = C se traite de la même manière que le cas F = R. Si ir est 
une représentation irréductible unitaire de GL„(C) isomorphe au quotient de 
Langlands J(cti, . . . , cr n ), où les tjj sont comme dans le Théorème ??. Comme 
dans le cas réel, le fait que n est unitaire et générique se traduit par le fait que 
la partie réelle de chaque U est strictement inférieure à | et que pour chaque i 
tel que Re(ii) ^ il existe k ^ i tel que pk — qk = Pi — Çi et ti = —tf.. 

Le groupe de Weil est cette fois égal à C* et les facteurs locaux de la fonc- 
tion L de Rankin-Selberg se définissent comme dans le cas réel. On obtient en 
particulier que 

\pi -qi- Pj -qj\-, 



L(s,ttxtt)= Yl 2(2tt) — 5 — 2 r(s + U-tj 



Comme dans le cas réel, on en déduit que si ir est unitaire, le facteur L L(s, ttxtt) 
contient pour tout indice i tel que Re(ti) ^ la fonction 

T(s + 2Re(U)) 

comme facteur. Puisque la fonction Gamma T(s) n'a pas de zéro, on conclut 
que L(s,7r x n') a son premier pôle en s = 2 max |Re(ij)|. 



7.1.4 La fonction L globale 

Les sous-sections précédentes permettent de définir au moins formellement 
la fonction L de Rankin-Selberg globale d'une paire de représentations unitaires 
cuspidales automorphes ir — <S> v tt v et ir' — tg) v ir' v de GL n (A) et GL n i(A), où A 
est l'anneau des adèles d'un corps de nombre F. La fonction L de Rankin-Selberg 
est définie par le produit eulérien : 

L(s, 7T x tt') = Yl L(s, n v x n' v ), (7.1.6) 

V 

où v décrit l'ensemble des places de F. 
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Comme pour la fonction zêta de Riemann l'intérêt de cette fonction dans 
l'étude des représentations automorphes provient de ce qu'elle définit une vraie 
fonction analytique lorsque s est dans un demi-plan et que cette fonction se pro- 
longe méromorphiqucmcnt au plan complexe tout entier et vérifie une équation 
fonctionnelle. Il est devenu récemment possible de démontrer toutes ces pro- 
priétés, ainsi que d'autres, de la fonction L de Rankin-Selberg en adoptant 
le point de vue naturel des représentations intégrales développé par Jacquet, 
Shalika, Piatetski-Shapiro ([52], et, plus récemment, Cogdell et Piatetski- 
Shapiro [2Hj- C'est le point de vue que nous adoptons ici. Soulignons néanmoins 
que les résultats que nous utiliserons pouvaient être obtenus en combinant les 
méthodes de Jacquet, Shalika et Piatetski-Shapiro [H2], Shahidi [H3, [HE]; [EU] 
et Moeglin et Waldspurger |73j. Cette dernière approche est celle utilisée par 
Mùller et Speh. 

On résume les propriétés de la fonction L de Rankin-Selberg dont nous 
aurons besoin dans le théorème suivant. 

Théorème 7.1.1 Chaque produit j7.1.6\ ) est convergent lorsque la partie réelle 
de s est suffisamment grande. Ces produits définissent des fonctions holomorphes 
de s qui se prolongent méromorphiquement au plan complexe tout entier. Les 
fonctions ainsi obtenues, et toujours notées L(s, tt x tt'), sont sympathiques dans 
le sens que 

1. chaque fonction L(s,tt x tt') reste bornée dans les bandes verticales (loin 
de ses pôles), 

2. elles satisfont à l 'équation fonctionnelle 

L(s, tt x tt') = e(s, tt x tt')L(1 — s,tt x tt'), 

où le facteur e est une fonction entière de s de la forme 

e(s,7r x tt') = W(tt x ^){D^f Q N{% x tt'))^ s , 

où D f /q est le discriminant du corps de nombre F, W(tt x tt') est un 
nombre complexe de module 1, et N(tt x tt') un nombre entier, 

3. si n' < n, la fonction L(s, tt x tt') est entière, 

4- si n' — n, la fonction L(s, tt x tt') a au plus des pôles simples qui intervi- 
ennent si et seulement si tt = Tr'[ia] avec a réel, et qui dans ce cas sont 
s = —ia et s — 1 — ia. 

Il n'est pas question de donner une preuve complète de ce résultat ici, une 
récente prépublication de Cogdell et Piatetski-Shapiro j^H] contient la preuve 
complète de ce Théorème. Afin d'en faciliter la reconstitution, nous donnons les 
grandes idées de la preuve lorsque n = n', le cas qui nous intéressera par la 
suite. 

Soient donc (tt, Vv) et (tt' , Vv) deux représentations cuspidales unitaires de 
GL n (A). Soient lu — ^co v et eu' — ®ui' v leurs caractères centraux. Fixons ip = 
®il) v un caractère additif continu non trivial de A qui soit trivial sur F et (p G V v 
et ip' G VV deux formes cuspidales. 
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Commençons par démontrer la convergence de la fonction L(s, ir x tt') définie 
comme produit eulérien. 

Soit S un ensemble fini de places de F, contenant toutes les places à l'infini 
et tel que pour toute place v fi S on ait ir v et n' v non ramifiées, Le. ayant un 
vecteur fixe sous l'action du compact maximal. 

Pour les places v fi S, pour lesquelles n v et n' v sont donc nonramifiées, on 
vérifie que 

L(s,tt v x <) = det(J - q~ s A^ ® A^J' 1 

où A Wv et A^i sont les paramètres de Satake associés à ir v et ir' v et dont les 

i 

valeurs propres sont toutes de valeur absolue inférieure à qS . Donc, cf. |54| pour 
plus de détails, la fonction L partielle 

L s (s,tt x vr') = Y[ L(s,n v X <) = JJ det(J - ç~ a Ar„ ® A K )^ 

est absolument convergente pour Re(s) >> 0. On en déduit la même chose pour 
la fonction L globale. 

Il nous faut maintenant démontrer les propriétés analytiques de cette fonc- 
tion. Comme dans le cas classique de la fonction zêta de Riemann, il va s'a- 
gir de représenter la fonction L de Rankin-Selberg par une intégrale. C'est là 
qu'inerviennent des séries d'Eisenstein. Commençons donc par décrire ces séries 
d'Eisenstein. 

Pour construire ces séries d'Eisenstein on peut suivre [M]. Dans GL n soit 
P n le sous-groupe stabilisant le vecteur (0, . . . , 0, 1). On a P n \GL n = F n — {0}. 
Si on désigne par S(A) l'espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur A™, alors 
chaque <ï> G S (A) définie une fonction lisse sur GL n (A), invariante à gauche sous 
P n (A), par g i— > $((0, . . . , 0, l)g) — Q(e n g). Considérons la fonction 

F(g, $; s) = \det(g)\ s f 3>{ae n g)\a\ ns Lo(a)uj> \a)d* a. 

Si P' n = Z n P n est le sous-groupe parabolique de GL n associé à la partition 
(n — 1, 1) alors on prouve que l'on peut former les séries d'Eisenstein 

E(g,$;s)= ]T F{ 19 ,<è; s). 

-yeP^(F)\GL„(F) 

Si l'on remplace dans cette somme la fonction F par sa définition et que l'on 
permute le signe somme et l'intégrale, on obtient que ces séries convergent ab- 
solument dans le demi-plan Re(s) > 1 j^l] et que 

E(g, $; s) = \det(g)\ s f 9^(a, g)\a\ ns u(a)J {a)d* a 
Jf*\a- 

qui est essentiellement l'expression de la série d'Eisenstein comme transformée 
de Mellin de la série Thêta 



!J(i 



CHAPITRE 7. THÉORÈME DE LUO-RUDNICK-SARNAK 



où au-dessus on a noté Q'^(a, g) = 0$(a, g) — $(0). En appliquant la transformée 
de Poisson à 6$, on obtient O Section 4] : 

Proposition 7.1.2 La série d'Eisenstein E(g,<S>;s) admet un prolongement 
méromorphe à tout le plan C avec au plus des pôles simples en s = —ia, 1 — ia 
quand ljlo' définit un caractère non ramifié de la forme uj(a)u>'(a) = |a| mCT . 
Comme fonction de g elle est lisse et à croissance lente et comme fonction de 
s elle reste bornée dans les bandes verticales (loin des pôles possibles), uni- 
formément pour g dans un compact. Elle vérifie de plus une équation fonction- 
nelle. 

Pour chaque paire de formes cuspidales ip € 14- et <p' € V„> on peut considérer 
l'intégrale 

I(s; <p, <p', *) = / <p(g)ip'{g)E(g, $; s)dg. 

JZ n (A)GL„ (F)\GL n (A) 

Celle-ci est bien définie puisque les formes cuspidales sont rapidement décroissantes. 
Elle définit donc une fonction méromorphe de s, bornée dans les bandes verti- 
cales loin des pôles et elle vérifie l'équation fonctionnelle 

I(s; ip, tf/,$) = 1(1- s; <p,<p',ê), 

provenant de l'équation fonctionnelle de la série d'Eisenstein, où <p(g) = vtXs*) 1 ) 
et de même pour <p'. 

Ces intégrales sont entières sauf si w(a)o/(a) = \a\ ma est non ramifié. Dans 
ce cas, les résidus de cette intégrale en s = —ia et s = 1 — ia définissent des 
couplages invariants entre tt et ir'[— ia] ou de manière équivalente entre w et 
Tx'[ia\. Ainsi un résidu ne peut être non nul que si tt = îr[ia\ et réciproquement, 
on peut dans ce cas trouver ip, ip' et $ tel que ce résidu ne soit pas nul. 

Pour relier nos intégrales aux produits eulériens, on remplace ip et •p' par 
leur décomposition en séries de Fourier qui est dans ce cas de la forme 

<P($) = E W v bg), 

ieN n (F)\P n (F) 

où W v est la fonction de Whittaker sur GL n (A) associée à ip définie par ip : 
W v (g) = / ip(ng)ip(n)dn, 

J N„(F)\N n (A) 

tp étant un caractère non dégénéré de N n (F)\N n (A) (cf. [2H|)- En développant 
l'intégrale, on obtient : 

I(a;<p,tfl ,§) = f W v (g)W v ,(g)<£(e n g)\det(g)\ s dg 

J N„(A)\GL n (A) 

=: *{s;W v ,W v .,$). 

Cette dernière expression converge pour Re(s) >> par un estimé de jauge de 
Jacquet, Shalika et Piatetski-Shapiro, cf. |28| . 
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Pour arriver à une expression sous la forme d'un produit Eulérien, on suppose 
que ip, ip' et <ï> se décomposent en produit tensoriels via n — ®7r„, ir' — ®ir' v et 
S(A n ) = ®S(F£) de telle manière que l'on ait W v {g) = \\ v W Vv {g v ), W v -{g) = 
U v W v > v (jg v ) et $(jg) = U v *v(gv)- Alors, 

y(s;W v ,W v ,,<S>) = Y[y v (s;W^,W lp , v ,$ v ), 



ou 

^v{s;W tpv ,W v : v ,<& v )= / W Vv (jg v )W^ v (g v )® v (e n g v )\det(g v )\ 3 dg v , 

J N n (F v )\GL n (F v ) 

qui converge lorsque Re(s) >> d'après des estimées de jauges locales de 
Jacquet, Shalika et Piatetski-Shapiro, cf. |28| . 

Nous allons maintenant pouvoir démontrer que la fonction L globale de 
Rankin-Selberg peut-être prolongée méromorphiquement au plan complexe tout 
entier. Jacquet et Shalika |57| montrent que pour un choix approprié de ip G V n , 
ip' G V n r et $ G 5(A n ) on a 

det(I - q- s A^(g> A K )- X = #„(s; W Vv , W v > v , $„). 

On obtient alors : 



I(s;<p,(pt,$) 



l[* v (s;W Vv ,W v > v ,$ v )) L s (s,7TX7r') 

\v£S ) 



= m ^^xo j^.— ) 

= n e «( s; W ^' M V.' <I>t ') L(s,7TX7r'). 
Vues / 

Chaque fonction e^(s; W 7 ^ , W^' , est entière. Pour les places non-archimédiennes 
cela découle du Théorème 2.7 de et pour les places archimédicnnes cela 
découle du Théorème 1.2 (et de son Corollaire) de O n en déduit que la 
fonction L(s,n x ir ) admet un prolongement méromorphe à tout le plan com- 
plexe. 

Attaquons-nous maintenant à l'équation fonctionnelle. Partons de l'équation 
fonctionnelle de l'intégrale globale : 

I(a;ip,tf/,&) =I(l-s;<p,<p',Ô>). 

Comme plus haut, pour un choix approprié de ip, tp' et $, 

I(s; <p, = Y[ e v (s; W v „, W^, j L(s,tt x tt') 
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alors que d'un autre côté 

1(1 - s; <p, <ff, ê) = ( J] e„(l - s; , , $„) J L(l - s, # X tt'). 

Mais d'après le Théorème 2.7 de (55] (pour les places non-archimédiennes) et le 
Théorème 5.1 de |57| (pour les places archimédiennes) , pour chaque place ugS 
on a 

e v (l - a;W0 v ,Wç> v ,$ v ) = (tv^ (-1))™" 1 e(s, ir v x tt^, ^ t) )e v (s; W^, W v > v , 

où le facteur epsilon est décrit explicitement dans les références ci-dessus et u) n i 
est le caractère central de la représentation ix' v . 
En combinant tout cela, on obtient 

L(s,7T x t') = I II (u^(-l)) n ~ e(s,TT v x w' v ,ip v ) L(l - s,tt x tt'). 
Ws / 

Le produit intervenant ci-dessus est classiquement noté e(s, tt x 7r') (il est bien 
sûr indépendant de ip). Sa valeur est aisément calculable à l'aide des références 
citées plus haut. 

Nous admettrons que la fonction L reste bornée dans les bandes verticales, 
propriété démontrée dans |2H| ■ Concluons cette section par l'étude des pôles de 
la fonction L. Ceux-ci sont évidemment reliés aux pôles de l'intégrale globale 
/(s; ip, ip' , <£>). On a montré que pour un choix approprié de tp, tp 1 et $, 

I(s; (f,<ff,$) = J[ e t ,(s;W ¥3 „, W v > v ,$ v ) ) L(s,tt x tt'). 
Ws / 

D'un autre côté, pour tout s £ C et pour tout v il existe un choix local W v , 
W' v et tel que e„(so; W v , W' v , $„) 7^ 0. Pour les places v archimédiennes 
c'est démontré dans |2HJ Théorème 1.2 et son Corollaire]. Pour les places v non- 
archimédiennes cela découle de jUl Théorème 2.7] qui décrit chaque facteur 
L local comme générateur de l'idéal fractionnaire engendré par les intégrales 
locales correspondantes. Ceci implique l'existence d'un ensemble fini de fonctions 
W v ,i, W v i et $ v>i telles que 

L(s,ir v x Ti-;) = ^2^(s;W v>i ,Wl ii ,^ v ,i) 

i 

autrement dit 

l = Çe(«;^,i,<i.*.,i)' 

i 

D'où l'on conclut que pour tout sq G C l'un des e(so; W v %, W' v i , $> v ,i) doit être 
non nul. 



7.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME UlT^ 
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On déduit des cas locaux que pour chaque sq g C, il existe des fonctions 
globales ip, tp' et <£> telles que 

I(s ;<p, Q 

L(s Q , 7T X 7r') 

Les pôles de la fonction globale L(s,ir x ir') sont donc exactement ceux de la 
famille d'intégrales globales {/(s; p, <p' , <&)}, où 99, 95' et <£> varient. Et l'étude de 
ces fonctions permet de conclure la démonstration du Théorème 17. 1.11 



7.2 Démonstration du Théorème 17.0.21 

Soit F un corps de nombres de degré d d'anneau des entiers O — Of- Nous 
noterons U — Uf son groupe des unités et D = Dp/q son discriminant. Enfin 
soit A l'anneau des adèles de F. Pour n un entier > 2, soit ir = ç$ir v une 
représentation automorphe cuspidale de GL(n,Â) que l'on normalise de façon 
à ce qu'elle ait un caractère central unitaire. Rappelons que la décomposition 
7r = ®7r„ est donné par un Théorème de Flath c'est d'ailleurs en fait un 
produit tensoriel restreint dans le sens que pour presque toute place v de F, la 
représentation tt v de GL n (F v ) est non ramifiée i.e. admet un vecteur GL n (O v )- 
invariant. 

La fonction L standard, L(s,7r), associée à ir (cf. §3.3) est de la forme : 

L(s,ir) = Y[L{s,tt v ). 

V 

Chaque L(s,n v ) est le facteur d'Euler local (cf. §3.3). Puisque w est cuspidale, 
en chaque place archimédienne v de F, on a rappelé que la représentation n v de 
GL(n, F v ) est générique et s'obtient comme une induite pleine : 

7T V J[(7\ Vl . . . ,CTr,v); 

où chaque <Tj tV est comme dans les Théorèmes 13 . 1 . 1 1 et 13 . 1 . 21 Le facteur L local 
L(s,ir v ) est calculé dans les Propositions 13 . 3 . 31 et 13 . 3 . 41 

Sous ces notations, la Conjecture de Ramanujan généralisée pour tt et pour 
les places archimédiennes postule que : 

Ke(tj^ v ) = pour tout j. 

Jacquet et Shalika [541 153) . en utilisant la généricité de 7r, ont montré que : 

|Re(t J> )| < \. (7.2.1) 

Remarquons encore une fois (avec [S]) que cela découle de la classification de 
Vogan du dual unitaire de GL(n) (cf. Théorème 13. 4 .3[) . 

La preuve du Théorème 17.0.21 repose en grande partie sur la théorie de 
Rankin-Selberg dont on a rappelé les principaux résultats dans la section précédente. 
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Soit tt comme ci-dessus et tt la représentation contragrédiente de tt. Soit 5 un 
ensemble fini de places de F. 

Si \ est un caractère unitaire de Â x / F x soit 

L s (s, (tt <g x) x tt) = II (tt« ® X«) X TTt))- 

On peut aussi former la fonction L totale 

L(s, (tt <g x) x 7r) 

qui jouit des propriétés données par le Théorème l7.1.1l On en déduit que L s est 
holomorphe dans tout le plan complexe (sauf peut-être en s = 0, 1 pour x = 1) 
car 

L(s, (tt v <g Xt,) x tt^ 1 

est holomorphe. 

Comme dans 70 la démonstration du Théorème 17.0.21 va reposer sur le 
théorème suivant qui est le résultat principal de j70] : 

Théorème 7.2.1 Soit (3 un réel > 1 — n -i +l , il existe alors un ensemble infini 
X de caractères x de A x /F x tels que : 

1. X v = i (v e S) 

2. L s (/3,(7r<g>x)xfr)^0. 

Montrons maintenant que le Théorème 17 . 2 . Il implique le Théorème l7.0.2l 
Fixons dorénavant v une place archimédienne de F et prenons S = {v}. 

D'après le Théorème 17.2.11 on peut choisir x G X et tel que L(s, (tt (g x) x ff) 

soit une fonction entière. Puisque \v = 1 ; 

L(s, (tt ® x) x tt) = L(s, tt^ x 7T t ,)£ s '(s, (tt (g x) x tt). (7.2.2) 

Supposons que so: Re(so) > 0, soit un pôle de L(s. n v x tt v ). Alors sq doit être un 
zéro de L s (s, (tt (g x) x ff). Donc la fonction L(s, tt v x tt v ) doit être holomorphe 
dans le demi-plan Re(s) > 1 — n2 ^_ x . 

Supposons d'abord que v est une place réelle. On écrit tt v = J(ai lV , . . . , cr r ^ v ). 
Fixons un entier 1 < i < r. Puisque est unitaire, on a vu que l'on peut 
supposer que îie(ti iV ) < 0. En utilisant les calculs des facteurs L locaux rappelés 
à la section précédente, on en déduit que L(s,tt v x tt v ) contient comme facteur 
T(s + 2Re(£j ) „)) ou p( ' i + 2R °( t '.") ^ e ^ q ue \ es au tres facteurs n'ont pas de zéros. 
On en déduit que — 2Re(tj lt) ) > est un pôle de ce facteur L et donc d'après le 
paragraphe précédent que |Re(i», v )| = — Re(tj it) ) < \ — n s +1 - 

Supposons maintenant que v est une place complexe et tt v — J(ai. v , . . . , cr„ )tI ). 
Comme dans le cas réel, on peut choisir ti iV de partie réelle strictement négative. 
Le facteur local de la fonction L de Rankin-Selberg contient le facteur F (s + 
2Re(ti )t) )). L'argument précédent s'applique de la même manière pour conclure 
que là aussi |Re(tj iV )| < \ — n -} +1 ■ Ce qui achève la démonstration du Théorème 
[71T21 
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7.3 Application : le théorème de Selberg 

Le Théorème l7. 0.21 implique immédiatement le théorème suivant. 

Théorème 7.3.1 (Selberg) Le groupe SL(2)\q vérifie la Conjecture A~(0). 

Démonstration. Une représentation du groupe SX(2,K) qui intervient non triv- 
ialement dans la formule de Matsushima étendue (Théorème I1.0.2JI pour un 
quotient r\H, où T est un sous-groupe de congruence de SL(2), coïncide avec 
la composante à la place infinie d'une représentation automorphe du groupe 
Q-algébrique SX (2). 

Les représentations du groupe 5'L(2,R) sont bien connues et se relèvent en 
des représentations du groupe GL(2,R) (c'est assez facile de le déduire du §3.1). 
Il en est de même des représentations automorphes nous appliqueront donc le 
Théorème mOl au groupe SL(2). 

Le spectre du laplacien sur les fonctions d'un quotient r\H est constitué 
d'une partie continue [i, +oo[ et d'une partie discrète qu'il nous faut contrôler. 
Via la formule de Matsushima étendue la partie discrète du spectre corre- 
spond aux représentations automorphes cuspidales. Puisqu'à une représentation 
tempérée de SL(2, K), il correspond (toujours via la formule de Matsushima) un 
espace de fonctions propres du laplacien de valeur propre > j, il ne nous reste 
qu'à considérer les représentations de la série complémentaire 

où B = | f q * x ~\ X et s € [0, |[. Mais d'après le Théorème 17.0.21 si une 

représentation automorphe de SL(2) a pour composante à l'infini 7r s alors s < 
\— 2 z+i = fô- Autrement dit la représentation tt s est uniformément (par rapport 
au choix du groupe T) isolée de la représentation triviale. Ce qui conclut la 
démonstration du Théorème l7.3.1l 

La démonstration ci-dessus donne l'estimée e(SX(2),0) = ^ qui est moins 
bon que l'estimée original de Selberg égal à Il y a néanmoins deux grands 
avantages à la méthode ci-dessus 1) elle est valable sur n'importe quel corps 
de nombres 2) elle est valable pour tous les groupes GL{n). Et cette méthode 
intervient effectivement dans la démonstration récente par Kim et Sarnak de 
l'estimée e(SL(2),0) = \ - (^) 2 . 

Grâce à la correspondance de Jacquet-Langlands |SJ entre les représentations 
automorphes du groupe des unités d'une algèbre de quaternions et celles du 
groupe SL(2), le Théorème 17.3.11 (étendu à un corps de nombre quelconque) 
permet de vérifier la Conjecture A~(0) pour tout groupe G comme dans la 
Conjecture A avec G localement isomorphe au groupe SX(2,R) ou SL(2,C). 
Le principe de restriction de Burger et Sarnak (§2.3) permet alors de vérifier la 
Conjecture A~ (0) pour tous les groupes G tels que G nc soit localement isomor- 
phe au groupe SO(n, 1). 
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Chapitre 8 

Démonstration du 
Théorème 1 



On est maintenant amené à démontrer le Théorème 1 annoncé dans l'Intro- 
duction. Rappelons son énoncé : 

Théorème 1 Soit G un groupe algébrique connexe et presque simple sur Q tel 
que G nc soit isomorphe au groupe SU (2,1). Alors, pour tout sous-groupe de 
congruence T dans G, 

AÏ(rVfc) > | 

et 

AÎ(r\x G )> A. 



Rappelons avant d'en donner une démonstration complète que ce résultat 
est essentiellement contenu dans l'article de Harris et Li. 

8.1 Description du groupe G 

Soit G un groupe algébrique connexe et presque simple sur Q modulo son 
centre tel que G nc soit isomorphe au groupe U(2, 1). Remarquons que l'on préfère 
considérer le groupe U(2, 1) plutôt que le groupe SU (2,1) pour des raisons 
techniques ; il est néanmoins bien évident que cela ne change pas l'énoncé du 
Théorème 1 puisque l'espace symétrique associé est le même (pour un argument 
plus précis voir |25p. 

Alors, il existe un entier d > 1 tel que 

G (M.) = U(2,l) x U(3) d ~ 1 . (8.1.1) 

Décrivons comment construire un tel groupe G. Soit F un corps de nombres 
totalement réel de degré d, et soit K une extension quadratique totalement 
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imaginaire de F. On notera x i— * x la conjugaison de K par rapport à F. 
Fixons un plongement réel o~\ de F et une extension t\ de o\ en un plongcmcnt 
complexe de K. Soit = K 3 équipé d'une forme hermitienne h ; on suppose h 
de signature (2, 1) en oi (c'est à dire relativement au plongcmcnt ti) et définie 
positive en tous les autres plongemcnts réels de F. On notera $ 6 GLs(K) la 
matrice (hermitienne) de /i, on a alors *$ = <!>. Soit G — U$ le groupe des 
transformations unitaires de V : 

G = {geGL 3 (K) : - 

On considère le groupe G comme un groupe Q-algébrique par restriction des 
scalaires |1()()| de F à Q. Alors le groupe G(R) est un groupe de Lie semi-simple 
connexe et vérifie ljÏÏTÏ|l . 

Il existe une autre construction de groupes vérifiant l|8.1.1f) . 

Soit D une algèbre semi-simple de dimension 9 sur K. Soit a une involution 
de D. On dit de la paire (D, a) qu'elle est de seconde espèce si l'involution a 
est de seconde espèce i.e., a est un anti-automorphisme de D dont la restriction 
à K est a. Si D est une algèbre simple de centre K, on peut définir le groupe 
algébrique sur F 

U(F) = {geD* : a(g)g = l}. 

Supposons de plus qu'à toutes les places réelles v sauf (exactement) une, le 
groupe U(F) est compact isomorphe à U(3). Alors le groupe Q-algébrique G, 
obtenu à partir de U(F) par restriction des scalaires de F à Q vérifie l|8. 1.1(1 . 
Réciproquement, tout groupe G algébrique sur Q, dont les points réels forment 
un groupe de Lie semi-simple connexe vérifiant G (M) = SU(2,1) x SU(3) d ~ 1 
s'obtient par la construction rappelée ci-dessus (en prenant le groupe dérivé), 
cf. [7H|. 

Remarquons que si D = M%(K), alors a(g) = ^ t 'g^~ 1 pour une certaine 
forme hermitienne $ (voir |78j ) . La construction ci-dessus contient donc comme 
cas particulier la première construction décrite plus haut. On distinguera d'ailleurs 
deux cas dans la construction ci-dessus, le cas où D = M^(K) et le cas où 
D ^ M 3 (K). 

8.2 D = M 3 (K) 

Dans cette section nous supposons que G est obtenu par une construction 
décrite dans la section précédente avec comme algèbre D = M${K). Nous conser- 
vons les notations de la section précédente. Nous démontrons le Théorème 1 dans 
ce cas. 

Le groupe G (M.) est isomorphe à U(2, 1) x C/(3) d_1 , une représentation qui 
intervient non trivialement dans la formule de Matsushima étendue (Théorème 
11.0.2(1 pour un quotient T\Xc, où T est un sous-groupe de congruence de G, est 
de la forme 



cr® 1 (g) . . . (g) 1, 



(8.2.1) 



8.2. D = M 3 (K) 



105 



où a est une représentation unitaire du groupe (réel) £7(2, 1). De plus elle 
coïncide avec le produit tensoriel des composantes aux places infinies d'une 
représentation automorphe du groupe F-algébrique U (F) . 

Noter qu'alors, plus simplement, a apparait dans L 2 (r'\£7(2, 1)) où V se 
déduit de façon évidente de T. On dira que V "est un sous-groupe de congruence 
de G nc = £7(2,1)". 

Les représentations du groupe £7(2,1) sont complètement décrites au §4.6. 
Soit d'abord une représentation tempérée a de £7(2,1). S'il correspond à la 
représentation c ® 1 ® . . . ® 1 un espace de fonctions A-propres (resp. de 1- 
formes A-propres), pour le laplacien de Hodge, via la formule de Matsushima, 
alors A > 4 (resp. A > 1) (cf. Théorème 4.1.1). Il nous suffit donc de considérer les 
représentations (|8.2.1|l avec a non tempérée (et unitaire). Dans la classification 
du §4.6 une telle représentation est associée à un paramètre (p correspondant à 
un triplet (u, v, fi) où fi € Z, u, v € C, u—v G Z, Hc(u+v) > et si u+v = alors 
ii£ h +Z. De plus d'après la description des if-types du §4.5, la représentation 
a ® 1 <8> • • • 8> 1 intervient non trivialement, via la formule de Matsushima, dans 
la description du spectre sur les fonctions (resp. sur les 1-formes) seulement si 
u — v — (resp. u — v = ±3). Finalement puisque seules les représentations 
unitaires et de dimension infinie sont à considérer, il nous reste à étudier le cas 
où a est l'unique quotient irréductible de l'induite unitaire du caractère 

X<p = {u,v,fi), 

où le triplet (u, v, fi) est astreint à vérifier l'une des alternatives suivantes (§ 4.6), 
la valeur propre du Casimir étant calculée par (4.1.11). 

1. (u,v,fi) = (2,-1,-1), et alors 1)8. 2. 1|) intervient dans le spectre sur les 
formes différentielles de bi-degré (1, 0), pour la valeur propre ; 

2. (u,v,fi) = (—1,2,1), et alors (|8.2.1|l intervient dans le spectre sur les 
formes différentielles de bi-degré (0, 1), pour la valeur propre 0; 

3. (u, v, fi) = (|, |, 0) pour un nombre réel s €]0, 2[, et alors H8.2.1JI intervient 
dans le spectre sur les fonctions, pour la valeur propre 4 — s 2 ; 

4. (u,v,fi) = (^,^,-1) pour un nombre réel s e]0, 1[, et alors (|8.2.1|l 
intervient dans le spectre sur les formes différentielles de bi-degré (1,0), 
pour la valeur propre 1 — s 2 ; 

5. (u,v,fi) — (^2,^^,1) pour un nombre réel s g]0, 1[, et alors (|8.2.1|l 
intervient dans le spectre sur les formes différentielles de bi-degré (0,1), 
pour la valeur propre 1 — s 2 . 

Il nous reste à démontrer que si a intervient dans la représentation régulière 
L 2 (r\G nc ) pour un certain sous-groupe de congruence r de G et si a est du 
type 3, 4 ou 5 ci-dessus alors s < 4/5. 

Mais si a intervient dans la représentation régulière L 2 (T\G nc ) pour un 
certain sous-groupe de congruence T de G alors il existe une représentation 
unitaire automorphe cuspidale 7r = <gnr v de U(Af) telle que 

&>î) infinie^ = a (g) 1 (g) ... ® 1. 
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Seule la place infinie v où ir v = a nous intéressera, pour simplifier nous la 
noterons v = oo. D'après le Théorème 13.3.3 de [SU] et en tenant compte du fait 
que 7TOO n'est pas tempérée, 

- ou bien il correspond à la représentation n une représentation automorphe 
cuspidalc II de GL(3) sur le corps K telle que II^ soit obtenue par la 
fonctorialité décrite au §4.4 ("changement de base") ; 

- ou bien il existe une représentation automorphe p de 17(1, 1) x U(l) sur 
le corps K telle que tt^ soit obtenue à partir de par la fonctorialité 
induite par Ç n pour un certain entier n (cf. §4.6). 

Dans le premier cas, la fonctorialité associe à un paramètre tp : Wr — » 
GL,3(C) xi Wr un morphisme ip\c* — * GLs(C) admissible pour GL^{C). A 
ce dernier morphisme est associée une représentation admissible de GL$(C). 
Lorsque le paramètre ip correspond au triplet (u, v, fx), d'après le Théorème l3.2.2l 
la représentation de GLs(C) correspondant au paramètre tp\ç* est J(xi;X2,X3) 
où Xi( z ) = z u ~z v , X2{z) = z^lT^ et Xs{ z ) = z~ v ~z~ u . Remarquons tout d'abord 
que si le paramètre ip correspond à la représentation triviale, i.e. si (u,v,fx) = 
(1,1,0), alors la représentation obtenue par fonctorialité est la représentation 
triviale. La représentation automorphe cuspidale II de G7(3) obtenue par fonc- 
torialité à partir de ir vérifie le Théorème de Luo, Rudnick et Sarnak. Donc si 
7TQO est de la forme ()8.2.1JI . avec a du type 3, 4 ou 5 ci-dessus, le Théorème 
7.0.1 appliqué à \i implique que le nombre réel s doit vérifier | < \ — j^, i.e. 
s < 4/5. 

Dans le deuxième cas, il existe un entier n et un paramètre r\ : Wr — > 
(Gi2(C) x GLi(C)) xi Wr correspondant soit à une représentation automorphe 
de Z7(l, 1) x U(l) soit à une représentation unitaire de dimension un et tel que le 
paramètre ip = £ n or) corresponde au triplet (u, v, fï). On identifie les paramètres 
rj possibles à l'aide de la Proposition 4.3.3. Un tel paramètre r\ associe à un 
élément z G C*, 

z a z \ (zY\ 

z-?z~« J'IiJ )> 

où a et (3 sont deux nombres réels tels que a — /3 € Z, a + /3>0etsia + /3 = 0, 
a — (3 S 2Z. On a alors 

(u, v, fi) = (a + i + n, p - i - n, ^). 

D'abord si la représentation du groupe £7(1,1) x U(l) correspondant au 
paramètre r\ est unitaire de dimension 1, alors a, /? S i+Zeta + /3=l, donc 
a — P est paire. Oru — v = a — /3 + 1 + 2n, et puisque u — v = 0, 3 ou —3, on 
doit avoir net » entiers, cas que l'on a exclu. 

Puis, si la représentation du groupe 17(1, 1) X U(l) correspondant au paramètre 
r\ est la partie à l'infinie d'une représentation automorphe, le Théorème de Sel- 
berg implique que s = u + v = a + f3< \ 1 . 

1 On a remarqué que le Théorème de Luo, Rudnick et Sarnak implique lui aussi une majo- 
ration sur s : s < ^. Celle -ci nous suffit pour démontrer le Théorème 1. 




8.3. M 3 (K) 
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Dans tous les cas le nombre s est inférieur ou égal à | . Et le Théorème 1 est 
démontré. 

8.3 D ^ M 3 {K) 

Dans cette section nous supposons que G est obtenu par la construction 
décrite dans la première section avec une algèbre D ^ M 3 (K). Nous conservons 
les notations de la première section. Nous démontrons le Théorème 1 dans ce 
cas. 

Comme dans la section précédente, le groupe G (M.) est isomorphe à U(2, 1) x 
£/(3) d_1 , une représentation qui intervient non trivialement dans la formule de 
Matsushima d'un quotient T\Xg, où T est un sous-groupe de congruence de G, 
est de la forme 

(j(g)l(g)...(g)l, (8.3.1) 

où a est une représentation unitaire du groupe (réel) G nc — U(2, 1). De plus elle 
coïncide avec le produit tensoriel des représentations aux places infinies d'une 
représentation automorphe du groupe F-algébrique U(F). 

Nous passons en revue, comme dans le §8.2, les possibilités 1-5. 

Il nous reste à démontrer que si a intervient dans la représentation régulière 
L 2 (r\G nc ) et est du type 3, 4 ou 5 ci-dessus alors s < 4/5. 

Mais, comme dans la section précédente, si a intervient dans L 2 (L\G nc ) il ex- 
iste alors une représentation unitaire automorphe cuspidale n = ®tt v du groupe 
-F-algébrique U (F) telle que pour une certaine place à l'infini tt^ — a. Le groupe 
U (F) est, dans cette section, une forme intérieure du groupe unitaire quasi- 
déployé associé à l'algèbre M 3 (F). Le Théorème 14.6.3 et la Proposition 14.6.2 
de |8U| établissent une bijection entre les représentations automorphes (en fait 
plus exactement les L-paquets ce qui revient au même pour les représentations 
que l'on considère) de U(F) et certaines représentations automorphes de sa 
forme quasi-déployée. On est donc ramené au cas où D — M${F), cas que l'on 
a traité dans la section précédente. Le Théorème 1 est donc démontré. 

8.4 La Conjecture de changement de base de 
Harris et Li 

Commençons par énoncer un affaiblissement des résultats de Rogawski [8*U] 
qui synthétise en un seul énoncé les deux cas traités dans les sections précédentes. 
Pour cela conservons les notations de la première section. Pour simplifier les 
énoncés nous dirons d'une représentation de GL(n,C) qu'elle est automorphe 
(cuspidale) s'il existe un corps de nombre K, une représentation automorphe 
(cuspidale) II de GL(n, Ajç) et une place archimédienne complexe v de K telle 
que II t , = 7r. Ce qui compte pour nous est qu'une représentation automorphe 
cuspidale de GL(n, C) doit donc vérifier les conclusions du Théorème de Luo, 
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Rudnick et Sarnak (Chapitre 7). Rappelons que plus généralement la Conjecture 
de Ramanujan généralisée en les places archimédiennes (complexes) s'énonce de 
la façon suivante. 

Conjecture de Ramanujan généralisée Soit tt une représentation automor- 
phe cuspidale de GL(n,C). Alors tt est une représentation induite 

I(o~l, ■ • ■ , CT„) = J(<7l, . . . , <7 n ), 

où les o~j sont comme dans le Théorème VS. 1 . £1 et tels que pour tout j = 1, . . . , n, 
tj soit imaginaire pur. 

Soit G un groupe algébrique simple et connexe sur Q tel que G nc soit iso- 
morphe au groupe U(2, 1). Remarquons que toute représentation tt de G(R) se 
restreint en une représentation, que l'on notera, m du groupe U{2, 1). 

Le théorème suivant est une synthèse des particularisations de résultats de 
Rogawski, voir les Chapitres 13 et 14 de [EDI, que nous avons utilisés dans les 
deux sections précédentes. 

Théorème 8.4.1 (Rogawski) Soit tt une représentation irréductible de di- 
mension infinie appartenant à GAut- Alors, la représentation de GL(3, C) obtenue 
par changement de base (§4-4) à partir de tt\ a le même caractère infinitésimal 
que la représentation 

indp L(3 ' C) (J(Ti,6i) (g> ... (g) J(r m ,b m )), 

où 

1. P est le sous-groupe parabolique de GL(3, C) associé à la partition 3 = 
ri + . . . + r m ; 

2. chaque ri — a$i avec ai, bi G N ; 

3. Ti est une représentation automorphe cuspidale de GL(ai,C) obtenue par 
changement de base à partir d'une représentation de U(l) si ai = 1 et 
obtenue par le changement de base non standard fto de \4-6- lj ) à partir 
d'une représentation de U(l, 1) si ai — 2 ; et, 

4- J(Ti, bi) désigne la représentation de GL(ji, C) associée, comme au %3.4-4- 

Démonstration. Montrons que le Théorème 18.4.11 se déduit des Chapitres 13 
et 14 de [301 - ^ e Théorème 14.6.3 et la Proposition 14.6.2 de [HD] permettent, 
comme dans la section précédente, de ramener la démonstration aux cas où G est 
obtenue par restriction des scalaires à partir d'un groupe unitaire associé à une 
algèbre D = M%{F), Dans ce cas la représentation tti est la représentation de 
U(2, 1) obtenue en la place archimédienne correspondante. Pour les besoins de 
la démonstration notons 7r une représentation automorphe du groupe unitaire 
U(Ap) telle que = %x (où oo désigne toujours la place archimédienne en 
laquelle le groupe unitaire est C7(2, 1)). On peut de plus supposer que 7r intervient 
discrètement dans L 2 (U(F)\U(Af)). Puisque tt est de dimension infinie, les 
Théorèmes 13.3.3 et 13.3.5 de jHO] distinguent alors trois cas : 
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1. La représentation ir est stable, et alors il existe une représentation auto- 
morphe cuspidale II de GL(3, Ak) telle que , vue comme représentation 
de GL(3, C), soit obtenue à partir de -k^ par changement de base, comme 
au §4.4. Dans ce cas on peut prendre m = b% = 1, r-y = a% = 3 et t\ = IIoo. 

2. La représentation 7r est endoscopique du premier type, et alors il existe 
une représentation automorphe cuspidale p de [7(1, 1) x [7(1) (vu comme 
groupe algébrique sur F) telle que tt^ s'obtienne par fonctorialité à partir 
de pœ, comme au §4.6. D'après le changement de base pour [7(1,1) |8()l 
Proposition 11.4.1], il correspond à la représentation automorphe p une 
représentation automorphe cuspidale p de GL(2, Ak) x GL(1,Ak) telle 
que poc, vue comme représentation de GL(2,C) x G-L(1,C), soit obtenue 
à partir de poo par changement de base. Dans ce cas la représentation ir^ 
est associée à un paramètre <ç : Wr — * GL(3, C) xi Wr obtenue comme £ n or] 
pour un certain entier n et un certain paramètre rj : Wr —> (GL(2,C) x 
GL(1,C)) xi Wr. Autrement dit, la représentation de GL(3,C) obtenue 
à partir de tt^ par changement de base, est associée à un paramètre 
ijj : C* — » Gi(3,C) x C* égal à la composée o r\ (pour un certain 
entier n) où ij : C* — > (GL(2, C) x GL(1, C)) x C* est un L-paramètre as- 
socié à une représentation automorphe cuspidale de GL(2, C) x GL(1, C). 
Il lui correspond alors une représentation automorphe cuspidale t% (resp. 
T2) de GL(2, C) (resp. GL(1, C)). La représentation t\ est bien évidemment 
obtenue par changement de base non standard à partir d'une représentation 
de C/(l, 1) et la représentation T2 est obtenue par changement de base 
(standard) à partir d'une représentation de U(l). Puisque, d'après (3.1.9), 
le caractère infinitésimal d'une représentation de GL(n,C) est codé par 
son i-paramètre, on conclut facilement la démonstration du Théorème 
18.4. Il dans ce cas en prenant, m = 2, n = ai = 2, = 1. 

3. La représentation tt est endoscopique du deuxième type, et alors il existe 
une représentation automorphe de dimension un p de U(l, 1) x U(l) (vu 
comme groupe algébrique sur F) telle que tt^ s'obtienne par fonctorialité 
à partir de poo, comme décrit au §4.6. Mais, dans ce cas, Rogawski montre 
que poo s'obtient, par fonctorialité, à partir d'une représentation de U (1) x 
[7(1) x [7(1). On est dans la configuration m = 3, V\ = r 2 = r 3 = 1. 

De manière général on s'attend, voir par exemple |46| pour un énoncé légèrement 
différent, à ce que la conjecture suivante soit vérifiée. 

Conjecture de changement de base Soit G un groupe algébrique simple 
et connexe sur Q tel que G nc soit isomorphe au groupe [7 (p, q) . Soit -k une 
représentation de dimension infinie appartenant à GAut et 7Ti la restriction de n 
au groupe U(p, q). Alors, la représentation de GL(p + q, C) obtenue par change- 
ment de base (§4-4) a partir de ~K\ a le même caractère infinitésimal que la 
représentation 

ind GL( P+9 ,c) (J(Ti A) ^ _ ^ J(r m ,b m )), 

où 
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1. P est le sous-groupe parabolique de GL(p + q,C) associé à la partition 
P + q = n + . . . + r rn ; 

2. chaque ri — aibi avec ai,b{ G N ; 

3. Ti est une représentation automorphe cuspidale de GL(a,i,C) ; et, 

4- J{Ti, bi) désigne la représentation de GL{ri, C) associée, comme au §3-4-4- 

Comme il a déjà été remarqué par Harris et Li, la Conjecture de changement 
de base implique la Conjecture A~ pour les groupes du type U(n, 1). Nous 
montrons plus généralement le théorème suivant. 

Théorème 8.4.2 Soit G un groupe comme dans la Conjecture de changement 
de base et vérifiant les conclusions de celle-ci. Il existe alors un réel strictement 
positif e — e(p,q) > tel que pour tout sous-groupe de congruence F dans G et 
pour tout entier i, 

X[(T\X G )>e. 

Démonstration. Soit (P, cr, v) un triplet constitué d'un sous-groupe parabolique 
cuspidal P de U(p, q) avec une décomposition de Langlands P = M AN, une 
représentation a de la série discrète de M et un élément v £ a* (où, comme 
d'habitude, on a noté a l'algèbre de Lie complexe de A). On définit 

/(cr, v) = indp(cr ® e v ® 1). 

On a vu au Chapitre 5 que toute représentation cohomologique de U (p, q) s'ob- 
tient comme quotient de Langlands d'un certain I(cr,v). D'après on se 
trouve nécessairement dans l'un des deux cas suivant : 

- soit la représentation cohomologique est isolée dans le dual unitaire de 
U( P ,q); 

- soit il existe une suite (sj) € (a*) N (correspondant à des caractères de A) 
qui converge vers v telle que que chaque I(a, Sj) possède un sous-quotient 
irréductible unitaire. 

Pour conclure la démonstration du Théorème l8.4.2l il nous reste à montrer que 
dans le deuxième cas les représentations cohomologiques sont isolées dans le 
dual automorphe. 

Soit P = M AN un sous-groupe parabolique de U (p, q) associé, comme au 
Chapitre 5 (dont nous conservons les notations), à une représentation coho- 
mologique et soient a la représentation de la série discrète de M et v l'élément 
de a* associés. Le sous-groupe A est isomorphe au groupe (M*)^j dj , on écrit 
chaque élément s de a* comme s = (s(J, k))j^ avec k < dj. 

Il est clair que la Proposition 18.4.21 découle du lemme suivant. 

Lemme 8.4.3 Supposons que I(o~, s) admette un sous-quotient irréductible 7r(c7, s) 
appartenant au dual automorphe de U(p,q). Alors, en admettant la Conjecture 
de changement de base, pour chaque couple d'entiers (j,k) avec k <dj, ou bien 

1. s{j,k) est un entier, ou bien 

2. c'est un nombre complexe qui vérifie l'inégalité 

\Re(s(j, *))|<1- j^jTï' 
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Démonstration du Lemme \8.4-3l Posons G = U(p,q). On a décrit le L-groupe 
de G au Chapitre 4. Soit 

ip:W R ^ L G 

un morphisme admissible et supposons que ir (c, s) appartiennent au L-paquet 
de tp. On peut supposer que l'image de ip est contenue dans le L-groupe du sous- 
groupe de Levi MA et que la restriction de <p au sous-groupe C* C Wr a son 
image contenue dans le L-groupe du sous-groupe de Cartan diagonal T C M A. 



Comme au Chapitre 5, on identifie L T + avec II 3 -(C 
restriction de <p à 1 



1 X 



IL 



c 



doit être de la forme 



Cj . Alors la 



<p(z) = 



(I)" 



V 



(zzY 



(§)" 



.4.1) 



où k < dj, l < Cj comme au Chapitre 5 et n(j, k), m(j, l) G Z. 
Comme dans |13| . nous notons 



<p{z) 



z x z» 



(z e C*) 



où les poids A, /i 6 X*(T) 
5) par les formules 



A = Us(j,k) 



C sont donnés (dans les coordonnées du Chapitre 



k), 
n(j, k), 



-s(j, k) 



n(j,k),m(j,l)) 
n(j,k),-m(j,l)) 



.4.2) 



où a, M e n J rife<d J ( c *) x n/<c J ( c *)- Soit ^-w R ^ GHp+ q ,c)xGHp+ q x) 

le morphisme obtenu par changement de base. La restriction de ip' à C est donnée 
par •p'(z) = (ip(z),ip(z)). D'après le Chapitre3, le caractère infinitésimal de la 
représentation irréductible de GL(p + q, C) associé au morphisme ip' est la paire 
(A,/i) donnée par l|8.4.2l) . à permutations des coordonnées près. 

Supposons maintenant que pour un certain couple (j, k), s(j, k) ne soit pas 
un entier. Notons ir' la représentation irréductible de GL(p + q, C) associée 
au morphisme (p'. D'après la Conjecture de changement de base, le caractère 
infinitésimal de w' est égal au caractère infinitésimal d'une représentation de la 
forme 

. . (g) J(r m , b m )). 



ind GL( P+? X) (J(rij6i) 



À l'aide de la description au §3.4.4 du caractère infinitésimal de cette dernière, 
on obtient immédiatement que s(j, k) est égal à un certain paramètre tj d'une 
certaine représentation automorphe cuspidale Tj de GL(aj,C). Le Théorème 
17.0.21 implique donc que 



|Re(s(i,fc))| < 1 



< 1 



+ q) 2 



Ce qui achève la démonstration du Lemme 18.4.31 
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Remarquons que la conclusion de la Proposition 8.4.2 découle également des 
Conjectures d'Arthur d'après le chapitre 6, d'après ce même chapitre la même 
conclusion devrait également être vraie pour le groupe 0(p, q) sauf pour pq 
impair et i = 



Chapitre 9 



Démonstration du 
Théorème 2 

Le but de ce chapitre est la démonstration du Théorème 2. Celle-ci repose sur 
l'étude de la décroissance à l'infini des fonctions sphériques et sur le Théorème 
de Burger et Sarnak déjà rencontré au chapitre 2. 

Nous commençons ce chapitre par des généralités sur les fonctions sphériques. 
Puis, et bien que notre méthode fonctionne pour tous les groupes de rang 1, nous 
nous spécialisons au groupe U(n, 1) dont l'on décrit précisément les fonctions 
sphériques et leur comportement à l'infini. 

On peut alors démontrer le Théorème 2 dans le cas du groupe U(n, 1), lais- 
sant au lecteur le soin de vérifier que la démonstration est identique dans le cas 
du groupe 0(n, 1). 

Fixons pour l'instant un groupe G algébrique simple et connexe sur Q ; pour 
simplifier nous noterons également G — G nc la partie non compacte (semi- 
simple) des points réels de G. Nous noterons alors K un sous-groupe compact 
maximal de G et X = G/K l'espace symétrique associé. 

9.1 Fonctions radiales, coefficients matriciels et 
fonctions sphériques 

Soit (t,V t ) une représentation irréductible de K. On appelle fonction t- 
radiale toute fonction 

F : G -» End(X) 
vérifiant la condition de double if-équivariance suivante : 

F(k l9 k 2 ) = r^OF^Mfe) (9.1.1) 

pour tout g G G et ki, k 2 € K. 
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Soit 7r une représentation continue de G dans un espace de Hilbert (TL, (., .)). 
On appelle coefficient matriciel de tt toute fonction G — > C de la forme 

Cv,v ■ 9 >-> (it{g)v,v'), 
où u, v' 6 TL. Le lemme suivant est facile à vérifier. 
Lemme 9.1.1 Soit v' G ft. 

J. L'application v i— > c^^/ es£ équivariante par rapport à la tt -action de G sur 
TL et à l'action régulière à droite R de G sur les fonctions de G dans C. 

2. Si v est dans le sous-espace TL°° des vecteurs G°° , alors c v y S C°°(G). 

3. L'application v t— > c VtV > de TL°° — > C°°(G) est équivariante par rapport aux 
actions de U(g), l'algèbre enveloppante universelle sur C de l'algèbre de 
Lie de G, induites par tt et R. 

Si la représentation n a un caractère infinitésimal, alors il découle du Lemme 
ci-dessus que tout coefficient matriciel c v>v > , avec v vecteur lisse, est une fonction 
dans C°°(G) fonction propre pour l'opérateur R(C) (où l'on note toujours C le 
Casimir de G). 

Dorénavant soit tt une représentation admissible de G. Si v et v' sont deux 
vecteurs i^-finis de l'espace de la représentation tt, le coefficient matriciel c v y 
est analytique (réel) et se transforme fimment sous les actions à droite et à 
gauche de K . 

On associe à tt, l'idéal I n du centre Z(q) de l'algèbre enveloppante, défini 

par 

I W = {ZG2( B ) : tt(Z)=0}. 

Il découle alors du Lemme lS.l.ll auc 

R(Z)c VtV > =0 {Z El). (9.1.2) 

Rappelons, cf. f)2 par exemple, le résultat classique que chaque idéal /„• comme 
ci-dessus est cofini dans l'algèbre Z(q). Enfin remarquons que si tt a un caractère 
infinitésimal, l'idéal I n est de codimension 1. Dans ce cas, (|9.1.2|l est un système 
d'équations propres. 

Supposons que r est un if-type de la représentation tt. Soient l'inclusion 

% T : V T ^ H 

et la projection 

p T :H^V T . 
Alors, la fonction F : G — > End(VÇ) définie par 

F {g) - Pr O TT(g) O l T (9.1.3) 

est r-radiale. De plus, si v et v 1 sont deux vecteurs dans V T , le coefficient c v y 
de tt s'écrit : 

c v ,v'(g) = (F(g)v,v'). 

On dira d'une fonction $ r-radiale et de classe C°°, qu'elle est r-sphérique 
sur G si 
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1. $(e) = Id, et si 

2. <£> vérifie le système d'équations propres 



R(Z)<5> = 0, 



où Z décrit un idéal I de codimension 1 dans Z{q). 

Remarquons que toute fonction r-sphérique est en fait analytique (réelle). On 
notera A(G, r) l'espace des fonctions r-sphériques, et A(G, r, I) le sous-ensemble 
de celle vérifiant le 2. pour un idéal / spécifié. 

Remarquons que si r est un i^-type d'une représentation admissible 7r de G 
admettant un caractère infinitésimal, la fonction radiale F du H9.1.3|) est en fait 
r-sphérique et appartient plus précisément à A(G, t,I„). 

Les fonctions sphériques vérifient un système d'équations différentielles d'après 
le deuxième point de la définition ci-dessus. Ce système d'équation différentielles 
a été étudié et résolu par Harish-Chandra, cf. [23 > |fi2) . 

Nous nous intéressons en fait à l'asymptotique des fonctions sphériques <ï> G 
A(G, r). D'après la décomposition de Cartan 



il suffit de comprendre ^(a) lorsque a tend vers l'infini dans A + . Ici A + désigne 
la clôture de A + = cxp(a^), où est une chambre de Weyl positive (ouverte) 
dans do. 

Remarquons que la restriction d'une fonction r-sphérique à A + prend ses 
valeurs dans 

E M := {L G End(K) : L = r(m)ir(TO) _1 pour tout m G M}; 
où M désigne le centralisateur de A dans K. 

9.2 Fonctions sphériques du groupe U(n, 1) 

Puisque la démonstration du Théorème 2 est similaire (en fait plus sim- 
ple) dans le cas hyperbolique réel nous nous contenterons de traiter le cas hy- 
perbolique complexe. Dorénavant nous supposons donc que G = U(n, 1) et 
K = U(n + 1) n G = U(n) x U(l). 

Dans ce cas, la paire (G, K) est une paire de Gelfand et l'algèbre C C (G, K, r, r) 
des fonctions continues r-radiales de support compact sur G pour le produit de 
convolution : 



est une algèbre commutative. Cette propriété va nous permettre de caractériser 
plus facilement les fonctions sphériques et de les classifier. Mais d'abord com- 
mençons par décrire les différents i^-types possibles. 



G = KA+K 



(9.1.4) 
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Puisque tout clément de K peut s'écrire comme : 

* = ( l )' UeU(n),veU(i), 

K agit sur p = C™ par Ad(k)X = v~ 1 UX et cette action préserve la structure 
complexe J. On a donc la décomposition en A'-modules suivante : 

p c =p+©p_ et Pi =pT = P T - 

Comme au chapitre 4, on note : 

r p . q := A p Ad^ (g) A q Aà*_ = A p Âd <g> A 9 Ad. (9.2.1) 

C'est une représentation de if réductible qui se décompose en irréductible de la 
façon suivante : 

T p-,q = ®fe=0 T 'p-k,q-k- (9.2.2) 

Remarquons que via la formule de Matsushima, la représentation r p , 9 corre- 
spond aux formes de type (p, q) et la représentation t' v q correspond aux formes 
primitives de type (p, q) , i. e. les formes de type (p, q) qui ne peuvent s'écrire 
comme un multiple de la forme de Kachler. 

Dorénavant soit r une représentation de K appartenant à l'ensemble des 
Tp q . Soit (n,H) une représentation irréductible de G telle que 

1. 7TCi 2 (r\G); 

2. t C 7T|^ et 

3. 7r(C) = -A. 

Il découle de la formule de réciprocité de Frobenius le fait suivant. 

Fait. La multiplicité de t dans ir\ K est égale à 1. 

Notons V(t) le sous-espace de la représentation r dans V\ K . On a V(r) = C™ 
et on introduit 

£ T = End(V(T)). 

Une fonction $ r-radiale de classe C°° est r-sphérique sur G si et seulement 

si 

1. $(e) = Id, et 

2. $ est une fonction propre pour la convolution par C C (G, K,t,t), i.e. il 
existe un (unique) caractère A$ de C c (G,K,t,t) tel que, pour toute F e 
C C (G, K, r, r), F = F = A$(F)$. 

Nous noterons S(G, AT, t, t) l'ensemble des fonctions r-sphériques sur G. 

À l'aide de la décomposition G = KAN on définit la fonction /i sur G par : 

h(ka t n) = t 
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et par k le projecteur sur K. Alors la représentation 7r CT>s agit sur (H a , s )\K — 
L 2 (K,M,a) par 

it*, a {x)f{k) = e-^+r^-^fittx^k)) 

pour tout x G G et k G K. 

Soit er une représentation irréductible de M apparaissant dans t\k ce que 
nous notons : a G M(t). Désignons par PJ le générateur de l'espace de di- 
mension 1 Hom K (lla^, V T )(= Hom k(L 2 (K, M, a), V T ) pour tout s G C) défini 
par : 

Posons = (P£)*, Le. est le générateur de l'espace de dimension 1 Hom/<-(V T , H a , s )(— 
Uom K (V T ,L 2 (K,M,a))) définit par 

où P a désigne la projection orthogonale de V T sur le sous-espace de a dans V T . 
Pour cr G M(r) et s G C, on a vu que l'application 

: 5 ^P;o7r CT , s (.g)o 31 

définit une fonction r-radiale sur G. 

Proposition 9.2.1 (Classification des fonctions sphériques) Soitr = t* . 
Pour tout a G M(t) et s G C, la fonction $J s est T-sphérique. Elle admet la 
représentation suivante : 

Ks(x) = ~j7~~~~ / e- {s+ P^ lk ^T{k) o P a o rikix^k)- 1 ). 
aima J K 

En particulier, s es ^ holomorphe en la variable s. Enfin, 

X(G,K,t,t) = {$; s : cr G M(t), AgC/{±1}}. 

D'après la décomposition de Cartan G = KA + K et l'équation (9.1.1), une 
application r-radiale F est complètement déterminée par sa restriction à A + . 
De plus F\ A + a son image contenue dans 

Ef :={T G E T : T = r(m)rr(m)" 1 pour tout m G M}; 

où M désigne toujours le centralisateur de A dans K. Dans la suite, nous 
étudions les fonctions sphériques le long de A. Rappelons donc la décomposition 
en irréductibles de la restriction de r = t 1 à M : 

{ T 'p,q)\M — 0~p,q © 0- p -i. q © <Jp !q -l © (Tp-l^-l (9.2.3) 

(avec les conventions du § 4.1.1 : certains facteurs disparaissent dans les cas "non 
génériques"). 
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9.3 L'équation différentielle radiale 

Soit a = a Viq avec < p + q < n — 1. Soit r G K telle que a € M(r) 
(génériquement r est l'une des T pq , T p+lq , T pq+1 , T p+lq+1 ). Posons 

F(g) = 4^ / e- { ~ s+n)h{9k) T(k{gk)) o P a o rlk'^dk, 
dimcr J K 

l'adjoint de ^ s (g~ 1 ) pour le produit scalaire de V T . Dans cette section nous 
calculons la restriction de R(C)F (où C désigne toujours le Casimir) à A + en 
fonction de F\a+. Nous allons suivre pp. 279-282] (c'est pour cette raison 
que nous sommes passés à l'adjoint). 
Posons d'abord : 

f k (g) = e-^+ n ^) T {k(gk)) o P a o r(fc)" 1 . 

Alors F(g) = ^ J K f k (g)dk et R(C)F(g) = fsr J K (R( C )f k )(g). D'un autre 
côté, f k (g) = f e (gk)T(k)-K Puisque {R{C)f e )(gk) = (R(Ad(k)C)f k (g))T(k), on 
obtient que R(C)f k (g) = (iî(C)/ e )(gA:)r(fc)- 1 . Il suffit donc de calculer R{C)f e . 

S0it/ = / e . 

Notons 6* l'involution de Cartan correspondant à la décomposition g = p © É 
de l'algèbre de Lie g et B la forme de Killing de g, cf. (4.0.1). Soit n = g a + 
02a la décomposition en espaces de racines. La dimension de g a est 2n — 2 
et celle de g 2a est 1. Soit donc A 1; . . . , X 2n _ 2 , X 2n -i une base de n telle que 
X\,..., X 2n ~2 soient dans g a , X 2n ~i soit dans g 2a et B(Xi, 9Xj) — — %. Alors 
[Xi, QXi] = —Hq pour i — 1, . . . , 2n— 2 et [A2„_i, 9X 2n -i] = —2Hq. Rappelons 
que B(Hq, Hq) = 1. Enfin soit U\,...,U r une base de p telle que B(Ui, Uj) — 
—Sij. Alors : 

Soit Cq = Uf ■ Remarquons que si m est dans M, alors Ad(m)Co = Cq. Par 
définition de /, f(gn) = f(g) pour n dans AT. Puisque XiOXi = —Hq + OXiXi 
pour 1 < i < 2n — 2 et A^n-ié'A^n-i = — 2iJo + ^A^n-iA^n-i, on obtient que 

iî(C)/ = 2nR(H Q )f - R(C )f + R(H%)f. 

D'un autre côté, 

1=1 

m 

= ^e- (ï+ " ) ' l(9) r(fc( 3 ))r(C/ î ) 2 P (T 

= e-^+")' i ^) T (fc( ff )) T (C )F ff . 

Mais t(Co) agit par multiplication par un scalaire sur chaque sous-espace M- 
irréductible de V T . Donc T(Co)P a = X a Pa-- 
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Puis, 

R(H )f(g) = j t f(ge tH °) lt=0 

= j t (e-^ +nm9)+ % t = T(k( 9 ))P a 
= -(s + n)f(g). 

Et donc : R(Hg)f(g) = (s + n) 2 f(g). On obtient finalement la formule : 
R(C)f = -2n(s + n)f + (s + nf f - \ a f. 

Et donc : 

R(C)F(g) = (s 2 -n 2 - \ a )F(g). (9.3.1) 

Si (p : G — » End(V^) est une fonction r-radiale de classe C°°, on peut mon- 
trer, 98, formule (4) p.282], que : 

(R(C)v)(at) =^i + (2coth(2t) + 2(n-l)coth(i))^ (g32) 
+Qx(t)ip(a t ) - cp(a t )T(C ), 

où de l'expression de Q\ donné dans |98| nous ne retiendrons que la décroissance 
exponentielle (pour t — > +oo) vers 0. 

Proposition 9.3.1 (Équation différentielle radiale) Pour simplifier notons 
F(t) = F(a t ). Alors pour t > 0, 

F"(t) + (2coth(2f) + 2(n - 1) coth(t))F'(i) + Qi(t)F(i) = (s 2 - n 2 )F(49.3.3) 

Démonstration. La Proposition découle des équations l|9.3.1|) et l|9.3.2|) en re- 
marquant que 

F(a t )T(C ) = \ a F(a t ). 



9.4 Comportement asymptotique 

Nous conservons les notations de la section précédente. Notamment nous 
notons toujours F(t) la fonction de la Proposition 9.3.1. Puisque la fonction 
Qi(t) tend exponentiellement vite vers lorsque t tend vers l'infini, l'équation 
différentielle l|9.3.3|l est exponentiellement asymptote (lorsque t tend vers 0) à 
l'équation différentielle : 

F"(t) + 2nF'(t) + {n 2 - s 2 )F(t) = 0. (9.4.1) 

Un théorème classique nous assure alors que les solutions des équations différentielles 
H9.3.3I) et (|9.4.1|l sont asymptotes lorsque t tend vers l'infini. 
Plus précisément on obtient la proposition suivante 1 : 

1 Ici comme dans d'autres formules, on espère que le lecteur saura distinguer n(e N) et n 
(élément unipotent). 
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Proposition 9.4.1 (Asymptotique des fonctions sphériques) Soit F (i) l'ad- 
joint de <É>J s (°r 1 ) agissant sur l'espace de Hilbert V T . Si s est dans C avec 
n >Re(s) > e > 0, alors il existe un réel S > indépendant de s et de e et une 
constante C £ ne dépendant que de £ tels que : 

\\e nt F(t) - e M P„B T {s) - e^V(fc*)B r (-s)*P (T T(fc*)- 1 || < C e e~ 5 \ 

où k* est un élément de K centralisant A et tel que k*a t (k*)^ 1 = a_t et 

B T (z) = I e-^ n+z ^\{k{n))~ l dn. 



1 N 

(Ici N est le radical unipotent du parabolique opposé à P.) 

Démonstration. Soit A(t) = (sinhÉ) 2 ( Tl - 1 )(sinh2É). Posons G(t) = A(t)*F(t) 
pour t > 0. L'équation (9.3.3) se réécrit : 

- G"{t) + Q(t)G(t) = -s 2 G(t), (9.4.2) 

où Q(t) est une fonction qui décroît exponentiellement vite vers lorsque t 
tend vers l'infini. Plus précisément (cf. [HE]) si T est un réel strictement positif, 
il existe une constante Ci ne dépendant que de T telle que ||Q(i)|| < C\e~ l 
(t > T). Donc, étant donné un réel S strictement compris entre et 1, il existe 
une constante C% telle que pour tout u > T : 

\\Q(t)\\(l+t)dt<C 2 e~ Su . (9.4.3) 

Les Lemmes A. 8. 2. 12 et A. 8. 2. 17 de l'appendice de |HB] impliquent alors que 
si Re(s) > e > 0, il existe une constante C e ne dépendant que de e et deux 
endomorphismes A\ et A 2 de V T tels que : 

\\G(t) - e M A! - e- M A 2 \\ < C e e~ St . (9.4.4) 

Puisque A(£)^ est exponentiellement asymptotique à e™*, pour conclure la démonstration 
il reste à déterminer A\ et Ai. Encore une fois nous suivons [98, pp. 283-285] 
pour cela. Puisque Re(s) > 0, d'après (9.4.4), on a : 

lim ||e™*F(t)-e^Ai|| = 0. 

t — »+OG 

Or, 

Fit) = -rr^- / e- { ~ s+n)h{atk) T(k{a t k)) o P a o r(A _1 )dfc. 
dimcr J K 

Les calculs de 98, p. 284] (et en particulier l'expression (14)), montrent alors 
que si n >Re(s) > 0, 

lim e'"- î ' f F(t) = P a B T (s). 

t — >+oo 

Le calcul de A 2 se fait de même (cf. [HE]) et achève la démonstration de la 
Proposition. 

Remarques. Les fonctions B T ont été étudiées par Schiffmann (cf. aussi 
|98|). Elles sont explicites. Les seules propriétés dont nous aurons besoin sont : 
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1. pour n >Rc(s) > 0, B T (s) et, 

2. les fonctions B T sont continues (en fait analytiques). 

La Proposition 9.4.1 n'est en fait qu'un cas particulier d'un résultat plus 
général de Langlands, cf. 

Corollaire 9.4.2 Soient t — r' p etv un vecteur dans V T . Soit e un réel stricte- 
ment positif. Il existe une constante C £ ne dépendant que de e et de t et un réel 
5 > indépendant de e tels que : pour tout a G M(t), 

1. si s est un réel dans [e,n], 

(1>; s (e-<>,«>K = ^(s)||P.(«)|| 2 ^e(-™+ s )* + 0e (|| U || 2 vv e(-™- min M)) t ); 

2. si s est un réel dans ]0,e], 

{^Je' tH )v,v) VT <C E \\v\\^- n +^. 

Où la notation o e signifie que les constantes dans le o ne dépendent que 
de e. 

Démonstration. Cela découle de la Proposition ci-dessus pour le point 1 et de la 
démonstration de la Proposition ci-dessus pour le point 2, en remarquant que 
F(t) = F(a t ) est égal à l'adjoint de $£ s (e~* H ) pour le produit scalaire de V T . 

Rappelons que si r = r' p „, l'ensemble M(t) contient, génériquement, quatre 
représentations. Si a = a a ^ est l'une de ces représentations et s un nombre 
complexe, on a : 

1V, S (C) = -((n - (a + b)) 2 - s 2 )Id. (9.4.5) 

Soit JS>(G,K, t) V algèbre des opérateurs différentiels invariants à gauche sur 
l'espace C°°(G,K,t) des fonctions C°° / : G — > V T telles que 

f(xk) = f(x)r(k). 

Alors l'algèbre B>(G,K,t) est engendrée par les opérateurs dd* , d*d, dd* et 

— * — _____ 

d d cf. [77]. Elle contient notamment le laplacien de Hodge-de Rham : A = 
{d + d)(d* +d*) + (d* +d*)(d + d). 

Et l'identité (9.4.5) implique que la fonction sphérique 4>£ associée au if- 
type t de 7r CTjS vérifie : 

A^ s = ((n-(a + b)) 2 -s 2 )^ s . 

Notons 

pour a a fi G M(r pq ). On peut vérifier la caractérisation suivante des fonctions 
sphériques. 

Théorème 9.4.3 Soit $ une fonction t' v - radiale normalisée, i.e. $(e) = Id. 
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1. $ = $£'*(s, .) si et seulement si A4> = {(n — (p + q)) 2 — s 2 }$, 9*$ = e< 
9*$ = 0; 

2. $ = .) si ef seulement si A<£> = {(n- (p + g-l)) 2 -s 2 }$, 9$ = 
ei 9*$ = 0; 

3. $ = $p'g_!(s, .) si et seulement si A$ = {(n - (p + g - l)) 2 - s 2 }$ ; 
9*$ = et 9$ = 0; 

^. $ = q _x(s, .) si ei seulement si A$ = {(n - (p + q - 2)) 2 - s 2 }<£>, 

9$ = et 9$ = 0. 



9.5 Démonstration du Théorème 2 

Soit G un groupe algébrique simple et connexe sur Q tel que G nc soit iso- 
morphe au groupe U(n, 1). Soit iJ un Q-sous-groupe de G tel que H nc soit 
isomorphe au groupe U(k, 1). Dans ce cas le groupe (réel) H est stable par une 
involution de Cartan de G. Quitte à conjuguer H dans G, on peut donc supposer 
que Kh C Kg et Ah = A = Aq. 

Nous allons maintenant démontrer le Théorème 2. Mais commençons par 
introduire les définitions suivantes. 

Soient e un réel positif et (p, q) un couple d'entiers. Notons H^'^ l'hypothèse 
sur le groupe G suivante : 



Les Conjectures d'Arthur prévoient (cf. Chapitre 6) que l'hypothèse H^' q ' est 
vraie pour tout couple d'entiers (p, q) tel que p + q < n — 1 (elles prévoient même 
un peu plus, cf. Chapitre 6). Les hypothèses H^'^ sont donc des approximations 
aux Conjectures d'Arthur pour les groupes unitaires. 

Le but de cette section est la démonstration du théorème suivant : 

Théorème 9.5.1 (Relèvement des Conjectures d'Arthur) Soient n etnf 
deux entiers tels que n > n' > 1 . Soient H C G deux groupes algébriques définis 
sur Q tels que : H nc = U(n',l) et G nc = U(n, 1). Supposons les hypothèses 
Hç P ' q " > vérifiées pour le groupe H et pour tout couple d'entiers (p,q) tel que 
p + q<k<n' — 1. Alors, les hypothèses H^^' + e son ^ vraies pour G et pour 
tout couple d'entiers {p, q) tel que p + q < k. 

Le Théorème 2 est un corollaire immédiat du Théorème l9.5.1l La démonstration 
de ce dernier va essentiellement reposer sur un théorème de Burger et Sarnak 
|2(J| dont nous proposons la démonstration suivante (empruntée à |26|L 




si A est dans le (p, g)-spectre automorphe de G, alors soit 

1. A = (n - (p + q) + k) 2 - (n - (p + q) +k- i) 2 
avec fc = 0, . . . , p + q et i = 0, . . . , n — (p + q) + k, 

2. A > (n - (p + q)) 2 - e 2 . 
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Variation sur un thème de Burger et Sarnak 

Si 5 G G(Q), la double classe F<5F = Ts opère de la façon suivante sur 
L 2 (T\G). Si 

r<îr = ]Jr5 i , (9.5.1) 

i 

alors 

(T 5 )(g) = J2f(5i9) (geG). (9.5.2) 

î 

Soit deg(T«5) le degré de Ts, égal au cardinal de F\F(5F. Nous appellerons 
opérateur de Hecke une combinaison linéaire finie à coefficients entiers > de 
Tg ; son degré est alors défini par additivité. Il n'est pas difficile de montrer (cf. 
|2()| . |26| ) que Ts est un opérateur borné dans L 2 (F\G), de norme 

||T,||=deg(T,). 

Si T est un opérateur de Hecke, soit T = deg(T) T l'opérateur normalisé 
associé. 

Notons L^I^G) 1 - l'orthogonal de 1' espace des fonctions constantes. Le théorème 
suivant qui renforce une proposition de Burger et Sarnak est du à Clozel et Ullmo 

m- 

Théorème 9.5.2 // existe un opérateur de Hecke autoadjoint T tel que Tf = f 
pour f constante surT\G et ||T 1 |L 2 (r\G) i II < 1- 
La norme est la norme forte d'opérateur : 

l|r/||<||îU 2 (r\G)-l Ml/Il, /ëiW- (9-5-3) 

La démonstration s'esquisse comme suit. Fixons une place q telle que G soit 
déployé sur Q q , que G soit défini sur Z q , et que l'intersection du sous-groupe 
compact-ouvert Kf, de G(A/) définissant le sous-groupe de congruence T, avec 
G(Qq) soit réduite au sous-groupe hyperspécial G(Z q ). 

A l'exception du cas spécial (sans intérêt pour nous) où G est obtenu par 
restriction des scalaires (pour une extension finie F de Q) de SL(2)/F, le groupe 
G(Q q ) est de rang > 2 et a donc la propriété (T) de Kazhdan. La représentation 
triviale est donc isolée dans le dual unitaire de G(Q q ). Clozel et Ullmo en 
déduisent [2U le lemme suivant. 

Lemme 9.5.3 // existe une fonction ip sur G(Q g ), bi-G{7L q ) -invariante, posi- 
tive, à coefficients entiers et auto-adjointe (<p(g) = fig^ 1 )) et une constante 
G < 1 tels que 

\\n(<p)\\ < Cdeg{y) (9.5.4) 
si 7r G G(Qq) est différente de la représentation triviale. 
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Remarquons que si G est obtenu par restriction des scalaires (pour une 
extension finie F de Q) de SL(2)/F, le Lemme f9 . 5 . 31 reste vrai si l'on considère 
la composante q-adique d'une représentation automorphe de G, puisque l'on 
dispose d'une approximation de la Conjecture de Ramanujan. 

Complétons alors la démonstration du Théorème 19. 5. 21 Ecrivons 

L 2 (T\G) = CeL 2 ^) 1 (9.5.5) 

où C désigne l'espace des constantes; L 2 (r\G) est une représentation de G. Le 
groupe G est obtenu par restriction des scalaires (pour une extension finie F de 
Q) d'un groupe absolument quasi-simple G /F. Sous nos hypothèses, la place 
q est décomposée dans F et 

G(Q q )=Y[G°(F v ), 

v\q 

chaque facteur étant isomorphe à G d (Q q ) où G d est le groupe déployé sim- 
plement connexe de même système de racines que G . Soit v une place fixée 
au-dessus de q. Écrivons K f = K V K V (K v C G°(F V )) et soit 1^ = G(Q) n K v . 
Alors, 

C v = L 2 (G(Q)\G°(A V F )/K V ) (9.5.6) 

(notations évidentes) est une représentation de G x G°(F V ), et L 2 (r\G) est l'es- 
pace des it^-invariants dans C v . Par approximation forte, L 2 (r\G) _L = v 
où est l'orthogonal de l'espace des constantes. 

La théorie des séries d'Eisenstein donne une décomposition 

C v = C © / m(n v )n v d^(TT v ) (9.5.7) 

que nous n'expliciterons pas, mais où l'intégrale porte sur l'espace des représentations 
automorphes non triviales dans G°(F V ). L'opérateur T associé à la fonction (p 
déduite du Lemme \9 . 5 . 31 opère alors sur £^ v décomposé selon (|9.5.7|l par 

T = deg(T)© / m{n v )n v (ip)dfx(Tr v ); (9.5.8) 

JG°(F v ) nr 

où Tv v ((p) est un scalaire de norme < Gdeg(T). D'où le Théorème l9.5.2l 

Lemme 9.5.4 (Burger-Sarnak [20]) Soit / <E Go(r\G). Alors (à une con- 
stante strictement positive de normalisation près) : 

A<'™> 

/ f(9)JW)d9= lim —Y, , , fivt^imV^hitydhu (9.5.9) 

Jr\G nw+oo d m f-^ J A (™\ H 

où les sont des sous-groupes de congruences de H, d = deg(T), r\i"^ G 

G(Q), et la limite est uniforme sur les compacts de H. 



9.5. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2 



125 



Idée de la démonstration. Soit / G Cq(T\G) 1 et f (x) — J r ^ G f(g)dg (Vx) 

(mesure normalisée) le "terme constant" de /. Le Théorème 9.5.2 dit que T n f — > 
/° dans I? . Il n'est alors pas difficile de montrer (123) 1 ue T n f(x) — > f°(x) 
Va; G r\G, la convergence étant uniforme sur les compacts. Par dualité on a 
donc : 



f(9)f(gh)dg= lim (T m (v),R) 

Y'^q m— >oo 



et /i est la mesure positive (normalisée) sur T\G définie par 



(n,F) = / F(h)dh. 
J(rnH)\H 



On écrit 



T m F(g) = J2F(^ m) 9)- 

3=1 

L'ensemble des <5j se décompose en une réunion disjointe de (r n iï)-orbites : 

{^} J=wm = □^(rnff) 



i=l 

où chaque G Comm(F). Soit 

aH = g r n h : r^ m) /i = 

Le groupe est un sous-groupe de congruence de H. Et, 

(T™(,)^)=^|7 A - W ^ (m) ^- 

Le Lemme s'en déduit en prenant F = R. 

Le Lemme 9.5.4 implique immédiatement le principe de restriction de Burger 
et Sarnak [201 1 ue nous avons rappelé au §2.3 (Théorème 2.3.1). 



Démonstration du Théorème 19.5.11 

Nous supposons les hypothèses ijj p '^ vérifiées pour H et pour tout couple 
d'entiers (p, q) tel que p+q < k. Fixons un couple d'entiers (p, q) tel que p+q < k. 
Nous allons montrer que l'hypothèse H^^'+e es * vérifiée pour le groupe G. 

Soit donc A G]0, (n ~ (p + q)) 2 [ dans le (p, ç)-spectre automorphe de G. 
Soit r = Tp q . D'après la formule de Matsushima, il existe une représentation 
o~ = o~ab € M(r) et un nombre réel strictement positif s telle que : 
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1. le quotient de Langlands J CT . S de la représentation Tr a ^ appartient à GAut ; 

2. \ = {n-{a + b)f ~s 2 . 

Nous noterons dorénavant -n — J ŒiS (remarquons que les coefficients de n 
sont des coemcients de Tr a ,s)- 

La restriction de la représentation 7r à H se décompose en somme directe : 



= / m a ad[i{a\ (9.5.10) 

J H 

où [i est une mesure de probabilité sur le dual unitaire H de H et a i— > to ct g 
{1, 2, . . . , oo} une fonction boréliennc. 

Remarquons tout d'abord que le principe de restriction de Burger et Sarnak 
(Théorème 2.3.1) implique que : 

support n C -ffAut- (9.5.11) 

Rappelons maintenant que V T C H n . Soit t' un Kjj-type apparaissant dans 
T\h- Fixons v G V T > . La décomposition H9.5.1t)(l implique la décomposition suiv- 
ante : 

(ir(a)v, v) = j m (7 (a(a)v er ,v l7 )dfi(a), (9.5.12) 

JH 

où v = Jjj m a Vr, et a est un élément de Ah - Remarquons que dans la décomposition 
<|9.5.12[1 la mesure fj, ne charge que les représentations a e -ffAut contenant le 
K H -type t'. 

Nous allons appliquer le Corollaire 9.4.2 à H. Le Corollaire 9.4.2 donne pour 
chaque a g H\ ut contenant le Kn-type r' et pour tout vecteur v a e V T >, 

< CUv^e-V-b (9 ' 5 - 13) 

pour t £ [0, +oo [, la constante implicite dans le o e , ainsi que C £ , étant uniformes. 

La première ligne de (9.5.13) correspond aux représentations irréductibles 
de H (indéxés par j — 0, 1, . . . , k) vérifiant la condition 1. de He (a + b < 
fc < n' — 1) ; la seconde ligne correspond aux autres, vérifiant 2. 

Considérons alors l'expression de (Tr(e~~ tH )v, v)v , donnée par (|9.5.12() . Com- 
mençons par remarquer que 



«11^,= L m °\\ v *\\K,M<r)- (9-5-14) 



H 



Selon le type de la représentation de H dans le support de chaque coefficient 
(dans l'intégrale) s'exprime selon (|9.5.13|) ; d'après l'uniformité de C £ et des 
termes o e et (|9.5.14f) . on a l'expression : 

k 

(ir(e- tH )v, V)=J2 C 3 ■ e ~ Jt + O e (e~ ( "'~ e) ') (t £ [0, +oo[) 

3=0 
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avec les mêmes propriétés des constantes implicites dans O e ; mais toujours 
d'après le Corollaire 9.4.2 (cette fois appliqué au groupe G) ceci est en fait de 
la forme 

C . e ~(n-s)t + ( e -(n-.)t) ( É g [ 0j +0Q fi } 

où C est une constante non nulle. 

Nous nous retrouvons alors avec deux possibilités : 

1. soit il existe un entier j dans [0, k] tel que s — n — j, 

2. soit s < n — n' + e. 

En remplaçant la valeur de s dans l'expression de A, on obtient le Théorème i.e. 
que la propriété Hi P ' q ^ est vérifiée. 

Remarque. Sous l'hypothèse H n _ n i +e , la valeur propre A (apparaissant dans 
le (p, g)-spectre) est alors entière ou 

A > (n - n' + l) 2 - (n - n 1 + e) 2 > si s < 1 

et la Conjecture A~ est vérifiée. 



Chapitre 10 



Démonstration du 
Théorème 3 

Dans ce chapitre G est un groupe anisotrope sur Q obtenu par restriction 
des scalaires à partir d'un groupe spécial unitaire Gf sur un corps totalement 
réel F. Alors G (M.) est un produit de groupes SU(p,q), le produit portant sur 
les plongements réels de F. Nous supposerons que 

G (M.) S SU(n, 1) x SU(n + l) dl . 

Notre but est de démontrer les Conjectures A _ (0) et A _ (l) dans ce cas. 
Rappelons (§ 8.1) qu'en général un groupe unitaire provient d'une involution sur 
une algèbre simple centrale. Si celle-ci est une algèbre de matrices, on obtient 
simplement les groupes unitaires "usuels" des formes hermitiennes. Ce cas est 
traité dans le § 10.1. 

Quand G est un groupe "exotique" (associé à une algèbre simple centrale 
qui n'est pas une algèbre de matrices), des principes généraux impliquent que le 
spectre des 0-formes et des 1-formes devrait être plus restreint que dans le cas 
précédent, impliquant a fortiori les résultats cherchés. Mais ceci - qui repose sur 
des exemples de la fonctorialité de Langlands - n'est pas si facile à démontrer. 
Nous obtenons le résultat cherché (Théorème 3 de l'Introduction, avec parfois 
de meilleures constantes spectrales) sous l'hypothèse que le rang absolu du G 
(c'est (n+1) dans la description précédente) n'est pas une puissance de 2. Pour 
ceci nous sommes amenés à reprendre et à préciser les démonstrations de |25| 
qui démontraient la Conjecture r pour de tels groupes. 

Nous pensons que l'hypothèse sur le rang peut être évitée, mais cela impose 
de renforcer signihcativement les résultats de |25| . 

10.1 Vrais groupes unitaires 

Soient F un corps totalement réel de degré d, E / F une extension quadratique 
totalement imaginaire et h une forme hermitiennc sur E n+1 . 
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Pour toute place archimédicnne v de F, E / F définit une extension quadra- 
tique E ® F v / F v isomorphe à C/K et h définit donc une forme hcrmitienne h v 
sur C n+1 . On suppose que les signatures sont (n, 1) en v\ et n en v 2 , ■ ■ ■ va- 

Le groupe Gf est le groupe spécial unitaire, défini sur F, SU(E n+1 7 h) et G 
est le groupe Gf "vu comme Q- groupe". 

Dans ce cas le Théorème 3 résulte des chapitres 8 et 9. On a en fait : 

Théorème 10.1.1 Soit G un vrai groupe unitaire, tel que G nc = SU(n,l), 
n > 2. 

(1) La plus petite valeur propre positive du laplacien sur les fonctions vérifie : 

\° 1 >2n-l 

(2) La plus petite valeur propre sur les 1- formes vérifie : 

x1 2 11 

X] > -n . 

1 ~ 5 25 

Démonstration. Considérons d'abord les fonctions. On applique le Théorème 
9.5.1 avec n' — 2. D'après le Théorème 1 (Chapitre 8) on a alors (notations 
9.5.1) e = | . Alors le Théorème 9.5.1 donne 

A = n 2 — (n — i) 2 , i = 0, . . . n — 1 

ou A > n 2 - {n - 2 + e) 2 = f n - || . 

On vérifie aisément que (pour A ^ 0) la borne inférieure obtenue est donnée par 
i = 1, A = 2n- 1. 

Si on considère les 1-formes, on obtient de même, avec toujours s = | 
(Ch. 8) : 



A = (n - 1 + k) 2 - (n - 1 + k - i) 2 k = 0, 1 , i = 0, . . . , n - 1 

ouA>(n-l) 2 -(n-f) 2 = fn-ii. 

Dans ce cas la borne inférieure est donnée par la seconde estimée. 



10.2 Groupes exotiques : réductions 

En général, un groupe algébrique G sur Q tel que G(R) = SU(n, 1) x 
SU(n) d ~ 1 est obtenu de la façon suivante (cf. [75]). 

On fixe comme auparavant un corps totalement réel F, une extension quadra- 
tique totalement imaginaire E de F. 

Soit o le générateur de Gal(E/F). 

Soit B une algèbre simple sur E, dont le centre est E, et de rang réduit 
{n + 1) : donc B ®e Q = Af„+i(Q). On suppose donnée sur B une involution 
de seconde espèce a (cf. §8.1). Alors (notations du §précédent) 



G(Q) - G f (F) = {g e B* : ga(g) = 1} 
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Comme on l'a dit dans l'Introduction, nous utiliserons librement dans ce 
paragraphe les notions relatives aux formes automorphes sur les groupes adéliques, 
ainsi que les résultats de [25] , 

Commençons par reformuler la définition générale des groupes unitaires. Une 
algèbre simple centrale B sur E s'écrit B = M r (D) où D est une algèbre à 
division de rang réduit d sur E. Le rang absolu du groupe unitaire associé (n+1 
avec nos notations usuelles) est rd. Notons * une involution de seconde espèce 
sur D. Il y a alors une notion naturelle de modules de rang r sur D (isomorphes 
à D r ) ; pour V un tel module Endrj{V) = M r (D). On peut définir des formes 
hermitiennes h sur V (à valeurs dans D) relatives à l'involution * [7H|- Alors le 
groupe G peut être défini de façon naturelle par 



Comme on l'a vu dans l'Introduction, nous supposons pour les groupes exo- 
tiques (i.e., si d > 1, ce que l'on supposera désormais) que le rang rd est impair. 
On a tout d'abord si r > 1 : 

Proposition 10.2.1 Supposons r > 3 (par exemple r impair). Alors les es- 
timées du Théorème 10.1.1 restent vraies pour G. 

Ceci résulte des arguments de [23 §1-3]- On peut supposer donnée une base 
orthonormale de D r pour h. Celle-ci s'écrit alors 



où x — (x%, . . . x r ) et y = (yi, . . . y r ) g D r , fi e D et fi — f*. La Proposition 
1.3 de montre que, sans changer G (à isomorphisme près) on peut supposer 
que les fi commutent. Ils sont contenus alors dans un sous-corps totalement réel 
maximal Lq C D, stable par l'involution. (Lq est de degré d sur F). Le corps 
ELq = L C D est alors totalement imaginaire, quadratique sur Lq. L'argument 
donné dans |25l p. 303-304] montre alors que G contient un sous-groupe H sur 
Q tel que avec H(Q) = Hl q (Lq) ; ici Hl est un groupe unitaire ordinaire sur 
Lq, de rang r, dont la forme hermitienne est de matrice (/i, . . . f r ). 

Soient v une place archimédienne de F et w\, . . .Wd les places (réelles) de 
Lq étendant v. Si on note (p, q) les signatures associées, on vérifie aisément que 



On en déduit que H Lo (L ®M) = H(R) est isomorphe à SU{1, r- 1) x SU^- 1 
où N — d[F : Q]. Puisque c'est un groupe unitaire standard (et r > 3) il con- 
tient un groupe analogue de type SU(2, 1) x SUfô) 1 ^^ 1 . Enfin, la construction 
précédente montre que le plongement H <—* G, après "complexification" (exten- 
sion des scalaires à E) provient d'un plongement GL(r, L)(c GL(r,D) déduit 
du plongement de L dans D comme sous-corps maximal. On en déduit aisément 
que le sous-groupe SU(l,r — 1) C SU(n, 1) est donné par le plongement usuel. 
Il en est de même pour 517(2, 1), et les arguments du Chapitre 9 s'appliquent. 



G(Q) = G F (F) = SU(V,h). 



r 
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Nous sommes maintenant réduits à considérer le cas où r = 1 ou 2 et d n'est 
pas une puissance de 2. L'existence d'une base orthogonale montre alors que G 
contient un sous-groupe de la forme 



H = SU(D, *) = {ieD:n* = 1}. 

L'argument déjà utilisé, relatif aux signatures, montre que l'on peut trouver H 
de type (d — 1, 1) en une place de F. Soit £ un diviseur premier impair de d. 
On a alors démontré dans le fait suivant (§ 1.3). Il existe une extension Lq 
de F, totalement réelle, de degré d/i, une algèbre à division A sur L — Lq <g> E 
de degré £, munie d'une involution de seconde espèce (relativement à L/Lq) 
toujours notée *, et telle que le groupe SU (A, *) - un groupe sur L - se plonge 
dans H = SU(D, *). Comme précédemment, on vérifie aisément que 

iîi(R) = SU(£ - 1, 1) X SU(£) N - 1 

où N = (d/£)[F : Q] se plonge dans G (M.) comme sous-groupe unitaire standard. 
(On a noté H\ le Q-groupe déduit de SU(A, *)). 



10.3 Contrôle du spectre pour les groupes exo- 
tiques de rang premier 

Nous supposons maintenant que G provient d'une algèbre à division, de 
degré premier impair ê, sur E où E/F est quadratique et totalement imaginaire. 
Comme on l'a annoncé dans l'Introduction à ce chapitre, on va obtenir dans 
ce cas des estimées particulièrement fortes. (Ce phénomène est bien connu ; 
pour un analogue cohomologique voir H3J). Comme on va le voir, on se trouve 
dans la situation optimiste du §8.4 où le changement de base est connu. De 
plus les représentations de GL(£, C) obtenus par changement de base sont plus 
sévèrement restreintes que dans le cas du §8.4. 

Supposons que G (M.) = SU(n, 1) x SU(n + l)^ 1 . Rappelons (Ch. 4, § 5) 1 
que les représentations de U(n, 1) sont tempérées ou de la forme J(r, x) — 
quotient de 



J(r, X ) = ind^l 1 ! 



T ® X 



C/(n-l)xC x xJV 

où x( z ) — z a {z)^ (z e C x ). On veut borner les séries complémentaires, pour 
lesquelles a + fi e R. 

Théorème 10.3.1 Si J(t,x) apparaît dans L 2 (T\G) pour un sous-groupe de 
congruence, et si a + (3 S K, 



a + (3 



1 1 

< 



2 P + l 



1 T est noté a au Ch. 4. Dans ce chapitre <r désigne la conjugaison complexe. 
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Pour démontrer ceci nous utilisons les méthodes de [23] • Comme dans cet 
article, nous désignons maintenant par G le groupe de similitudes unitaires 
défini par (D, *) : 

Gi(F) = G(Q) = {d e D : dd* G F x }, 

où Gi est un F-groupe. 

On a alors [23 §2.1] G X (E) = G E {Q) = D x x E x . Le groupe G X (E) est 
donc déduit de D x x F x par restriction des scalaires 2 . 

Soient = R* C G = G(M) (inclusion centrale). On a de même Aq e — 

c Gjs(R). 

Si / e C£°(G(A)) et 95 e G C °°(G B (A)) on considère la trace de / dans la 
représentation r sur L 2 (AgG(Q)\G(A)) = Ag- De même on considère la trace 
de <p dans la représentation R sur L 2 (Ag e Ge(Q)\Ge(&)) = Ag e - 

Supposons f et <f associées, Le., leurs intégrales orbitales (locales) se cor- 
respondent en toutes les places, cf. [251 Déf. 2.7]. Soit I a l'opérateur d'entrelace- 
ment de R associé à la conjugaison galoisienne de G\(E) par rapport à G%(F). 
Alors 25, (2.17)] : 

trace(r(/)) = tiace(R(ip)I cr ). 

Si tt décrit les représentations de G(A) - avec leurs multiplicités - dans Ag e , 
ceci s'écrit 

^ trace tt(/) = ^ trace(n(^)/ ff ). (10.3.1) 
tt n 

D'après un résultat de 0] et [SJ (démontré par Harris et Taylor dans (471 
Ch. VI]) il n'y a pas de multiplicités dans la somme de droite; celle ci ne porte 
que sur les représentations II telles que II = Ho a. Les deux sommes convergent 
absolument pour des fonctions lisses. 

Afin de poursuivre nous devons avoir un meilleur contrôle sur les représentations 
II de <|1U.3.1|I ainsi que sur les fonctions associées / et (p (aux places archimédiennes). 

Pour toute place v de F, Gi(E (g) F v ) = C x x GL(£,C). Noter qu'en une 
place réelle on a 

Gi(F v ) = GU(£ - 1, 1)(R) = (M x x U(£ - 1, 1)(M)) / ± 1 . 

On peut essentiellement négliger la composante centrale dans les arguments 
locaux qui suivent (elle n'était introduite que pour simplifier la démonstration de 
CED), cf. 25J. Considérons alors U(ê-1, 1) C GL(£, C), ou U(ê) C GL(ê, C), 
aux places réelles, et remplaçons Ge par D x . (Notation provisoire : G C Gc 
désigne U(£ — 1, 1) C GL(£,C). On néglige les arguments, plus faciles, portant 
sur les autres places réelles.) 

Lemme 10.3.2 Soit v est une place réelle de F, vu la place complexe de E 
associée. Si II intervient dans 110.3.1]) H w est générique ou est un caractère 
abélien. 



2 Le lecteur ne perdra rien à supposer que F = Q. 
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Il résulte en effet de 07| Thm. VI. 1.1] que H w coïncide avec la composante 
locale d'une représentation II' apparaissant dans le spectre discret de GL(£, A#). 
Puisque £ est premier, il y a d'après Mœglin-Waldspurger deux possibilités 73 : 
II' appartient aux formes cuspidales, et donc 11^ = Tl w est générique. Ou bien II' 
est un caractère abélien de GL(£, Ae). Rappelons qu'une représentation (uni- 
taire) générique de GL(n, C) n'est autre qu'une représentations unitairement 
induite (i.e., égale à l'induite totale) à partir de caractères (non nécessairement 
unitaires) du sous-groupe de Borel : c'est une série principale irréductible. 

Considérons une représentation n apparaissant dans H1Q.3.1(I . D'après le clas- 
sification de Langlands (Ch. 4) il y a deux cas possibles, Dans le premier cas, 
7r est de la forme J(r, x) (ou ir est une composante d'une représentation I(t, \) 
avec x unitaire si celle-ci est réductible). La représentation I(t, x) est elle-même 
déduite d'un paramètre de Langlands 

W c = C X -» GL(£,C) 

z^ ((z/z) Pl ,...(z/z) Pe - 2 , z a z p , z- p {z)- a ) 

avec Pi G Z, pi distincts. 

Cette donnée définit à son tour une représentation de la série principale 
pour GL(£, C) (Ch. 3). En général (si a + fi ^ zK) cette représentation n'est pas 
irréductible. 

Notons Ic(t, x) l a représentations de GL(£, C) ainsi définie (série principale, 
peut-être réductible). Si a est la conjugaison complexe de GL(£,C) par rapport 
à U{£— 1, 1), on vérifie que le est er-invariante : le — Ic°& 3 - Mieux, d'après [23 
il existe un opérateur d'entrelacement A a : le — ► le entrelaçant le et le o a, et 
uniquement défini au signe près si A a = 1 (on le définit d'abord pour x unitaire, 
puis par prolongement analytique pour tout x-) 

Dans le second cas ir est une représentation de la série discrète de G, associée 
(§4.3) à 

z^{{z/zY\...,{z/z)^) (10.3.2) 

où pi G Z, pi distincts. Alors H10.3.2|) définit de même un paramètre de Lang- 
lands pour GL(£,<C), donc une représentation ne qui appartient à la série prin- 
cipale unitaire. Elle est er-invariante, d'où A a comme ci-dessous. 

Rappelons (§4.4) que l'on associe au paramètre (|10.3.2H £ représentations de 
G de la série discrète, qui forment un L- paquet. On le notera II ; ire est donc 
déduite du L-paquet. On pose 

trace ir(f) = trace 7r'(/). 

Théorème 10.3.3 Soit f G C^°(G) une fonction K -finie. Il existe alors une 
fonction K finie ip G C^°(Gc) telle que : 

3 Dans un groupe de Grothendieck convenable si 1^ est réductible. . . 



10.3. GROUPES EXOTIQUES DE RANG PREMIER 



135 



(i) Si n est une représentation de la série principale de G, ou si n — 
IL est un L-paquet de représentations de la série discrète, et ne est la 
représentation a-stable de Gc associée, 

trace n(f) = trace nc((p)A a ). (10.3.3) 

(ii) Si ttc est une représentation de la série principale de Gc qui ne provient 
pas de G (i.e. de n discrète ou de I(t,x))> 

trace(7rc(¥>)A CT ) = 

si ttc est a-stable. 
De plus, f et ip sont associées au sens de \25\j . 

Ceci résulte du travail de Delorme (2H| et de l'argument de 01 Ch. 1, §7]. 

Noter que dans les identités précédentes, A a doit être choisi convenable- 
ment ; par ailleurs les identités sont vraies pour les séries principales (unitaires) 
complètes - sans les réduire - et alors par prolongement analytique pour toutes 
les séries principales (généralisées) complètes quels que soient leurs paramètres. 

Corollaire 10.3.4 Sine est une série principale a-stable pour Gc, trace^c^)^) 
est nul ou de la forme ^^trace(7Ti(/), les 7Tj étant des représentations (peut-être 

i 

non unitaires) de G en nombre fini. 
Ceci résulte du Théorème, (i). 

On aura besoin d'étendre ces identités au cas des caractères abéliens de 
Gc, supposés cr-stables. Soit e un tel caractère; on l'écrit par abus de langage 
e(g) = e(det g) où e est un caractère de C x . Il est a-stable si e = z p z q avec p = 
—q G Si p G Z, e "provient de G" (ou de Eo), i.e. est associé naturellement 
au caractère £o : g > det(g) p de G. Sinon, on dira que e ne provient pas de G. 

Lemme 10.3.5 Soit f , ip comme dans le Théorème 10.3.3. Alors 

(i) Si e provient de Sq, 

(trace £o, /) = f?(trace s, ifi),T] = ±1 . 

(ii) Si s ne provient de G, 

(trace E,ip) =0 . 

Nous esquissons seulement l'argument. Pour (ii) noter que si tt et ttc sont 
associées il résulte aisément de (|1U.3.3H que 9 n o N — $ Wc , 9 n et 9^ c (sur U(l) 
et C x ) étant les caractères centraux et N : Z(Gc) = C x — » Z(G) = U(l) étant 
donnée par z i— > z/~z. 

En particulier si ne est une série principale généralisée provenant de G, 
On c {z) est de la forme (z/~z) p pour p entier. 

Si e ne provient pas de G, son caractère central, égal à e e , n'a pas cette 
propriété puisque £ est impair. Or d'après un théorème bien connu, e peut 
s'écrire comme somme alternée 

r r 

£ = X! n * ind £t (£ ' €) Xi = UiIi 

i=l i=l 
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où les Xi son t des caractères du groupe de Borel, que l'on peut supposer en 
situation positive au sens de Langlands (Ch. 3), et les 7ij sont des entiers 
relatifs. Une telle décomposition est alors unique. Les induites et e ont le même 
caractère central. 

On peut choisir la conjugaison complexe a, modulo conjugaison dans G(C), 
telle qu'elle laisse Bc invariant (Ch. 4). Noter que e est a-stable et que (en 
prenant A a — 1 dans l'espace de e) (trace e, ip) — (trace s,opX A a ). Il résulte de 
l'unicité de la décomposition que a fixe les Ii ou les échange deux à deux sans 
point fixe. Alors 

r> 

(trace e,ip) = mr)i (trace Ii, cp x A l a ) 
«=i 

où les rji sont des signes, et la somme ne porte que sur les Ii qui sont c-stables. 
Si le caractère central ne provient pas de G, la somme de droite est nulle, q.e.d. 
La partie (i) est démontrée dans (231 Ch- 3]. 

Revenons alors à l'égalité (10.1) ; v désigne toujours la place archimédienne 
distinguée de F. Notons simplement Q v l'algèbre de lie du groupe réel Gi(F v ) et 
soit 3 le centre de son algèbre enveloppante (complexe). Soit 3c l'objet analogue 
pour Gi(E 8) F v ). Donc 3c — 3 ® 3 et il y a une application norme naturelle 
N : 3c - * 3 ® 3 EU §4.2]. Si lu est un caractère infinitésimal, lu : 3 — + C pour 
G\{F V ) on en déduit un caractère f2 = lu o N pour 3c- On dira que u> et fi sont 
associés. 

D'après un résultat fondamental d'Arthur (cf. [23 P- 320]) on peut séparer 
dans (10.1) les contributions des caractères infinitésimaux : l'égalité reste vraie, 
u> étant fixé, quand tt décrit les représentations telles que lo(tt v ) = ui et LT celles 
vérifiant a;(ILj) = fi. Si les fonctions /" et ip v sont fixées en les places différentes 
de v (if-finies aux places archimédiennes) , les sommes portent alors sur un 
nombre fini de représentations. 

Choisissons alors une représentation ir v de Gi(F v ) apparaissant dans (10.1) 
et séparons l'identité selon les représentations de G\(F V ) et G\{E ® F v ) : 



trace % v (f v ) / ] trace Tr v (f v ) + /J trace p v (h) trace p v (f v ) 
= J2 trace(7r„( Vl0 )Ar) E trace( 7 r tu (^)^). 



Dans le membre de gauche, porte sur les représentations telles que tt v soit 

la représentation fixée ;p v parcourt toutes les autres représentations de G\{F V ) ; 
pour chacune, est défini de même. A droite, Tl w décrit les représentations de 
p 

Gi(E^) F v ), et l'on a décomposé I a (dans l'espace de LT) en un produit tensoricl 
A a et 7». 
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Fixons 7r° telle que (Tr )^ = n v . Alors n° est fixe pour un sous-groupe com- 
pact Kf C Gi(Apj) — G(Aqj) ; pour Kf assez petit, la fonction caractéristique 
// de Kf admet une fonction <pf associée (cf. [2E §2.5]). (On peut choisir 
les fonctions /„< aux places archimédicnncs ^ v égales à des caractères des 
représentations ir°, ) . Alors f = (^) f u admet une fonction associée (p v , et la 

partie de (10.4) relative à tt v est de la forme c trace ir v (f v ) où c est une constante 
> 0. 

D'après le Lemme 10.3.2, le Corollaire 10.3.4 et le Lemme 10.3.5, le membre 
de droite s'écrit 

c(a v )trace a v (f v ) (10.3.5) 
où <7„ parcourt un ensemble fini de représentations de G\(F V ). L'égalité : 

c trace ir v (f v ) + c(p v )tr&ce ■K v (f v ) — 

(10.3.6) 

= 2_^c(a v ) trace a v (f v ), 



qui porte sur un ensemble fini de représentations, montre alors qu'il 
existe cr v égale à ir v . 

Dans le membre de droite, a v était associée à une représentation Tl w par le 
Corollaire 10.3.4 ou le Lemme 10.3.5. Dans le second cas a v = £o est un caractère 
abélien. Dans le premier, a v est l'une des composantes d'une série principale, 
ou appartient à la série discrète (Thm. 10.3.3). 

Nous pouvons maintenant démontrer le Théorème 10.3.1. Supposons que 
n v = J(r, x) comme représentation de U(£ — 1, 1). Donc ir v est associée par le 
Cor. 10.3.4 à une représentation générique H w qui apparaît dans les formes 
automorphes sur D x (Ae) ; d'après le théorème d'Harris et Taylor déjà cité, U w 
est la composante locale d'une représentation cuspidale de GL(£,Ae)- Puisque 
la trace tordue de 11^ évaluée sur une fonction tp w provenant de G v est non-nulle, 
n«j = ne doit être l'une des représentations décrites dans le Théorème 10.3.3. 

Le cas des représentations ne "provenant des séries discrètes" est exclu car 
l'identité de caractères impliquerait que it v serait une série discrète. Donc Tl w 
provient d'une représentation I(a, x). Ecrivons 

U w = ind%^ C) ((z/zr {z/zf— , z a z?, z-f*{z)- a ). 

(Les données p, a, (3 ne sont pas nécessairement, pour l'instant, celles de ir v ). 
Le Théorème 7.0.1 implique alors : 



2 

De plus H w est irréductible, et 



1 1 1 
" 2 ~ p^TÏ < 2 



trace U w {ip w A a ) = ^ trace Ki(f v ) 
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où la somme porte sur les composantes éventuelles de la représentation I(t' , x') 
associée à TL W . 

Il en résulte que J(r, \) est l'une de ces composantes. Mais la condition 
\a + /3\ < h implique que 7(r', x') es t irréductible, sauf peut-être si a + (3 = 0. 
(Voir les résultats de Knapp cités dans le §6.2. Pour a + (3 = 0, on peut avoir 
réductibilité des séries principales unitaires, cf. §4.4). 

Si a + (3 7^ 0, on voit donc que I(t',x') est irréductible et égale à J(r, x), 
d'où le Théorème. 

Remarque. On a donc démontré que toute représentation non-tempérée et 
non-abéliennc de G (M) qui apparaît dans les formes automorphes est une série 
principale. En particulier les modules de Vogan-Zuckerman de degré primitif 
7^ 0, d = t — 1 n'apparaissent pas. Si T est un sous-groupe de congruences de 
G, on voit donc : 

Théorème 10.3.6 Si T C G(Q) est un sous-groupe de congruences et X = 
T\SU(£— 1, Vj/Koo, X n'a pas de cohomologie primitive en degrés < i < l— 1 

Ce résultat était démontré de façon assez différente dans |24) . 

10.4 Démonstration du Théorème 3 

Si G n'est pas un vrai groupe unitaire, on suppose n + 1 =/= 2 e . On utilise les 
réductions du § 2 ; en particulier on peut supposer que G contient un sous-groupe 
H de rang premier impair t du type considéré dans le § 3. (On a n + 1 = d ou 2d, 
et l est un diviseur premier de d). On utilise le Théorème 9.5.1 avec n' = £ — 1. 

Considérons d'abord le cas des fonctions. Pour le "petit groupe" H, la mi- 
noration est ici, avec les notations du §3, cf. aussi Prop. 4.5.1 : 

A = n' 2 - (a + P) 2 >(£-l) 2 -l, soit e = 1 

puisque \a + /3\<l (Thm. 10.3.1). 

(La seule autre valeur propre possible est nulle). D'après 9.5.1 on a donc 
pour G l'hypothèse H^_f^, +1 . Ceci correspond dans la définition de 7î| 0,0 ' ) aux 
valeurs propres entières ou à 

A > n 2 - (n - n + l) 2 = 2n(i - 2) - (i - 2) 2 . 

Si t — 3 c'est l'inégalité cherchée A > In — 1. 
En général on a, en posant r = i — 2, 

2nr — r 2 > 2n — 1 
si n > Or n + 1 > £ — r + 2, donc n > r + 1. 
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Considérons le cas des 1-formes. La minoration H^j q> avec p + q = 1 est 
donnée pour H par 

A = (n 1 - l) 2 - (a + pf >{£-2) 2 -l 
ou A = (n' - l) 2 - (a + f3) 2 > f - 1 , 

cf. Prop. 4.5.1. Puisque n' — £—1, on a donc s = 1 dans le premier cas ; la seconde 
majoration donne une borne supérieure. Le Théorème 9.5.1 donne alors pour G 
1' "hypothèse" H^_^>+i sort : pour les valeurs propres exceptionnelles, 

A > (n - l) 2 - (n - n' + l) 2 = (n - l) 2 - (n - rf 

soit 

A>2(r-l)n-r 2 + l (10.4.1) 

avec r = £ — 2. 

On veut montrer que A > |n — i|. Ceci ne résulte pas de (10.4.1) si £ = 3, 
mais dans ce cas on peut appliquer l'argument du §10.1. Si £ > 5, l'inégalité 
cherchée résulte de (10.4.1) si 

„. 6. , 36 , 6 W 6. 
2(r--)n>r 2 --^(r--)(r+-). 

Or n + 1 > r + 2, donc 2n>r + 2>r+|. 



Deuxième partie 

Homologie des variétés 
hyperboliques 
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Chapitre 11 

L'espace hyperbolique 
complexe 

Ce court chapitre est une brève introduction à l'espace hyperbolique com- 
plexe, on peut l'omettre il n'est pas essentiel pour la suite. Il peut néanmoins 
être utile à la compréhension des géométries plus compliquées que nous étudions 
dans les chapitres suivants. (Pour plus de détails sur l'espace hyperbolique com- 
plexe, se reporter au livre de Goldman 03| ou à l'article |37p 

11.1 Modèle de l'hyperboloïde et modèle pro- 
jectif 

Soit C"' 1 l'espace vectoriel complexe de dimension n+1 (sur C) constitué des 
(n + l)-uplets Z = (Zi, . . . , Z n+ i) € C n+1 et équippé de la forme hermitienne : 

(Z, W) = Z x Wi + ■■■ + Z n W n - Z n+1 W n+1 . 

Soit U(n, 1) le groupe des automorphismes (unitaires) de C™' 1 . L'équation (Z, Z) = 
— 1 définit une hypersurface réelle H dans C™' 1 . Le groupe U(n,l) agit tran- 
sitivement sur H. D'un autre coté, le groupe S 1 = {e l6 } agit librement sur H 
par Z i— > e l6 Z ; on appelle espace hyperbolique complexe de dimension n la base 
du fibré principal H avec pour groupe S 1 . Notons tt l'application canonique 
de H dans Hg. Dans la suite on désignera par P le point de au-dessous de 
(0,...,0,1) G H Le. 

P =7r(0,...,0,l). 

L'action de G := SU(n, 1) = {A £ U(n, 1) : detA = 1} sur H£ est 
transitive; le groupe d'isotropie du point Pq est K := S(U(n) x U(l)). On a 
alors l'identification suivante : 

HS = G/K. 
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Un vecteur Z G C"' 1 est dit négatif (resp. nul, positif) si le produit her- 
mitien (Z,Z) est négatif (resp. nul, positif). L'espace hyperbolique complexe 
Hg s'identifie au sous-espace de P(C T1,1 ) constitué des droites négatives dans 
C™' 1 . L'image PU(n,ï) de U(n,l) dans PGL{C n ' 1 ) est le groupe des biholo- 
morphismes de Hg. 



11.2 Modèle de la boule 

Soit C™ = À4 n ,i(C) l'espace vectoriel complexe de dimension n munit du 
produit hermitien standard 

((z,w() = l wz = Z\Wl H h z n w n 

et soit U{n) son groupe (compact) d'automorphismes unitaires. On peut iden- 
tifier avec la boule unité 

M n = {zeC n /((z,z))= t zz< 1} 

par le plongement biholomophe suivant : 

C™ — ► P(C™ 4 ) 



\ Zn ) 



Zl 



Plongement qui envoie l'origine de C" sur le point Po- Dans la suite nous tra- 
vaillerons dans chacun de ces modèles ; les z minuscules indiqueront que l'on se 
place dans le modèle de la boule et les Z majuscules que l'on se place dans le 
modèle projectif. 

Soit g G G, nous notons 

A b 
c d 

où A G M n , n (C), b, *c G C" et d G C. L'action de g sur Hg est donnée par : 

gz = (Az + b)(cz + d) -1 , 



pour tout z G 



11.3 Structure kaehlérienne 

Dans cette section, nous équipons l'espace d'une structure kaehlérienne. 
Rappelons qu'une structure kaehlérienne sur un variété est équivalente à une 
structure complexe J et une structure symplectique tu compatible dans le sens 
que lu est une (1, l)-forme positive par rapport à J. 
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La structure complexe sur est induite, de manière équivalente, par celle 
de P(C™ !l ) ou par celle de C™. 

Soit Z un élément non nul de C"' 1 . L'espace tangent à n(Z) € Hg peut être 
identifié avec 

z± = {w/(z, W) = 0}. 

Cet espace est identifié avec l'espace (XZ) 1 - par multiplication par A e C*. 
Plus généralement, il est souvent commode d'autoriser un vecteur quelconque 
W G C™' 1 à représenter un vecteur tangent à Z, en le projetant sur Z . En 
tenant compte du fait que Z n'est déterminé qu'à un multiple scalaire près, on 
définit 

9z{W,W) = ^T {ZjZ) 

(Z, Z){W,W}-(Z,W)(W 7 Z) 

-{z,zy 

On obtient ainsi une métrique g sur qui est hermitienne par rapport à J. 
Dans le modèle de la boule, en appliquant les formules ci-dessus à Z = (*z, 1) 
et W — (dfz, 0), on trouve que la métrique sur est donnée par : 

ds 2 = tr[(J - zHy^dzQ - HzY^êz] 

(i-E,^) 2 

On peut maintenant montrer que est une variété kaehlérienne. Ce qui 
revient à montrer que si l'on définit une 2-forme uj sur par la formule 

u{X,Y)=g(X, JY), 

on obtient une 2-formc fermée. On rappelle que J désigne la structure complexe, 
elle peut se voir comme l'application de l'espace tangent en un point donné 
dans lui-même par multiplication par \/^ï. Pour montrer que u> est fermée on 
introduit 

D n = l-*zz (11.3.1) 
$„ - dd\ogD n . (11.3.2) 

Un calcul simple montre que 

En particulier la forme uj est fermée et HJî est une variété kâhlérienne. 

11.4 Courbure 

Muni de sa métrique kâhlérienne, l'espace Ett^ est un espace symétrique. 
Soient go et Éq les algèbres de Lie de G et K. Soit p le supplémentaire orthogonal 
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de Éo dans go par rapport à la forme de Killing. Étant donné z G A / î rlj i(C), nous 
notons 

z 
l z 

Alors po = {C( z ) : z € -A^n.i(C)}. Nous identifions po avec l'espace tangent 
To(Hg) à Ml en 0. 

Pour z G A / î„ ! i(C), soit r t la courbe r t — (expi£(z))0. L'image de £(z) dans 
Tb(Hjî) est le vecteur tangent fo à r t en t = 0. Sous cette identification, la 
métrique riemannienne est décrite par : 

Sofé(zUH) = Re('Wz). 

De plus d'après |H3J Théorème 3.2 chapitre XI], pour X, Y, U E p on a : 

#(X,Y)t/ = -[[X,Y],[/], (11.4.1) 

où iî(., .) est le tenseur de courbure de ïïjï. 

Enfin, concluons cette section en remarquant que si X, y 6 C™' 1 sont deux 
éléments non nuls, la distance d entre les points qu'ils représentent dans est 
donnée par : 

1 ' (X,X){Y,Y) 
En particulier dans le modèle de la boule la distance d d'un point z e à 
est donnée par : 

(coshd) 2 = — (11.4.2) 



11.5 Volume des boules 



Déterminons enfin comment varie le volume d'une boule géodésique de rayon 
p en fonction de p. Au point '(0,...,0, r)el" la forme de Kaehler 



u> = V — 



'(Sri 



-^dzj A dzj 



1 



(1 - r 2 ) 2 



dz n A dz n 



La forme volume vaut donc 
1 „ 



(V=Ï) B 



1 



(1 _ r 2^ri+l 

2" /V^î 



(fei A dzi A ... A dz n A c£z„ 
dzi A d~z\ A ... A dz„ A dz n 



n _ r 2)n+l 

2" 

M - r 2)n+l A A ' ' ' A dXn A d2/ " 

211^.271—1 

—, ^ — -rdrdcr 

(\ — r 2\n+l 
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où da désigne la forme volume sur la sphère unité r = 1. 

Puisque la distance euclidienne r est reliée à la distance hyperbolique p par 

r = tanh(0 , 

le volume d'une boule de rayon p est donnée par 

= 2 n cr 2 „_ 1 / (sinh i?) 2 "- 1 (cosh R)dR 
Jo 

2n y 11 2n 

(où (T2„_i = 27r"/n! est le volume euclidien de la sphère unité S 2 " -1 C C"). 

Dans le chapitre suivant nous nous intéressons plus généralement aux es- 
paces symétriques associés au groupe SU(p, q) et à leurs sous-espaces totalement 
géodésiques. Notons que le cas de l'espace hyperbolique complexe est partic- 
ulièrement important pour nous, et peut servir de guide pour la compréhension 
de ce qui suit. 



Chapitre 12 

Espaces symétriques 
associés aux groupes 
unitaires 



12.1 Préliminaires 

Soient p > q deux entiers strictement positifs. Dans ce chapitre nous notons 
G = SU(p,q), K = Gr\U{p) x U(q) = S(U(p) x U(q)) et V M = G/K, l'espace 
symétrique associé. Remarquons que T> n ^\ s'identifie à l'espace hyperbolique 
complexe. Nous réalisons plus généralement 2? Pi? comme un domaine complexe 
borné 

P M = {ZeM M (C) : t 'ZZ<ï q \. 

Nous noterons généralement V = T> PtQ , à moins que le contexte ne soit pas clair. 
Etant donné g G G, on écrit 

A B 
C D 

où A e M p . p {C), B e M Pi9 (C), C e M q . p (C) et D e M q . q {C). L'action de g sur 
T> est donnée par 

gZ= (AZ + B^iCZ + D)- 1 , ZeV,geG. 

Le groupe G agit transitivement sur T> et le groupe d'isotropie de est K. Sur 
D, on a une métrique kachlérienne définie par 

tr((7 p - Z'Z^dZilg - t 'ZZ)- 1 d t ~Z). 

L'espace V équipé de la métrique riemannienne correspondante est un espace 
symétrique hermitien. 
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Soit go (resp. Éo) l'algèbre de Lie de G (rcsp. K). Soit po le supplémentaire 
orthogonal de Éo dans go par rapport à la forme de Killing. Les algèbres de Lie 
0o et ?o ainsi que la forme de Killing ont été décrites au Chapitre 4 dans le cas 
q = 1. Rappelons que si, pour Z e M P;g (C), nous notons 

alors po = '■ Z E M Ptq (C)}. La forme de Killing induit sur po le produit 

scalaire Re(ti(Z t W)), où Re désigne la partie réelle d'un nombre complexe. 

Nous identifions po avec l'espace tangent T (D) à V en 0. Pour Z € M p>g (C), 
soit T( la courbe tj = (exp££(Z))0. L'image de £(/?) dans 7o(2?) est le vecteur 
tangent fo à la courbe r< en £ = 0. Sous cette identification, la métrique rieman- 
nienne g de 2? est induite par la forme de Killing : 

gMZ),t{W)) = R C {tv(Z t W)). 



12.2 Sous-espaces totalement géodésiques 

Si v G C™, où n = p + q, nous décomposons v en 



A B 

Soit g = ( ^ ^ ) G G et Z e 2?, on introduit les facteurs d'automorphie 



j(.g,Z) = + (12.2.2) 
l(g,Z) = A-(gZ)C. (12.2.3) 

L'action de g sur 2? peut alors prendre la forme suivante : 

Dans la suite, n = p + ç et Q est la forme hermitienne sur C™ de matrice 



(elle aussi notée Q) 



I P 
-I q 



Soit F un sous-espace complexe de C™ positif par rapport à Q. On associe à 
un tel espace un sous-groupe Gy de G et une sous-variété Vy de V définis par : 

Gy = {g € G : g laisse invariant le sous-espace V}, 

Vy = {Z eV : t Zv + = v- pour tout v G V}. 
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Lemme 12.2.1 La sous-variété Vy et le sous-groupe Gy ont les propriétés 
suivantes. 

1. Pour tout g € G, gVy = V g y . 

2. Le groupe Gy agit transitivement sur T>y . 

3. La sous-variété T>y est un sous- espace symétrique totalement géodésique 
de dimension complexe (p—r)q, oùr = dimcV . En tant qu'espace symétrique 
T>y est isomorphe à V p - r ^ q . 

Démonstration. Il découle facilement des définitions que 

Vy = (z e V : l vQ y j ^ = 0, pour tout veV 
Alors si g e G, Z e Vy et v G V, on vérifie facilement que 

o = l vQ ( z Iq ) = Vgg* (l) f q ) ^ z ^ 

Puis, il découle du Théorème de Witt et du premier point que l'on peut 
supposer V = C r . Dans ce cas, 

V v = i( w) M p _ r JC), <WW < I q 



et 

Gy = 



M o l ) : heU(p-r,q), ueU{r) 

Et les points 2. et 3. du Lemme \\ 2 . 2 . Il s 'en déduisent facilement. 

Soit ei,...,e„ la base standard de C™. Fixons un entier 1 < r < p et 
soit V le sous-espace engendré par e p - r +i, . . . , e p . Nous étudions maintenant la 
fonction distance d(Z, Vy) d'un élément Z E V h Vy. Étant donné Z G V, nous 
décomposons Z en 

' z x 



7 « Z 2 

où Zi € M p _ rjg (C) et € M r q(C). Le sous-espace est alors donné par 

Vy = {Z e V : Z 2 = 0}. 

Un élément g € Gy s'écrit comme matrice par blocs 

Ai B x 
m 
Ci Dx 
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Notons T>i l'espace 

V l = {W e M p _ r ,,(C) : l WW<I q }. 
Le groupe Gy agit transitivement sur T>\ par : 

gW = {A X W + Bx){CxW + £>i)~\ g e Gy, W G T> x . 
L'action de Gy sur T> s'écrit : 

9Z ={ u zJ^z)^)^ eG ^ z&v - (12 - 2 - 4) 

D'après (|12.2.4I) . il existe un élément g € tel que gZ = Z' avec Z[ = 0. 
La métrique riemannienne de T> étant G-invariante, d(Z, T>v) = d(Z' ,T>y) = 
d(0, Z'). Il nous suffit donc d'étudier la fonction distance <i(0, de à Z. 

Lemme 12.2.2 Soit Z eV, d = d(0, Z) et m le rang de Z l ~Z . Alors, 

1. si m = 1, cosh 2 d = (det(J p - ^Z))- 1 , 

2. et en général, 

^e d < (det(7 p - Z^))- 1 < e^ d . 
Démonstration. Il existe un unique Y € Mp j9 (C) vérifiant 

exp(£(T))0 = Z. (12.2.5) 
La courbe exp(i£(Y))0, < t < 1, est une géodésique joignant h Z. On a donc 

d 2 = tr(Y*y). 

Soit A (resp. B) une matrice hermiticnne positive vérifiant 

A 2 = Y l Y (resp. B 2 = l YY). 
Il découle des définitions que 



expfêCO) 



cosh A ^ E^lol2l+îTT y 



Puisque A 2k Y = Y B 2k , on déduit de l'expression ci-dessus et de l|12.2.5fl que 
Z l Z = tanh 2 (A) et donc que : 



eA=/' + V f^. (12.2.6) 

Il découle facilement du fait que A est de rang m que 

d < tr(A) < y/md. 

Puisque Z l Z < I p , si l'on applique le déterminant à (|12. 2.6(1 . on obtient le point 
2. du Lemme. Si m = 1, d = tr(A) et le point découle encore de l|12.2.6|) . 
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Lemme 12.2.3 Soient h z = (I q - ^i^i)" 1 et h z = (I q - ^Z)' 1 . Alors, 
h a z = j(g, Z)h z t j{g, Z), pour tout g G G, 



h g z = j[g, Z)h z t j{g, Z), pour tout g G Gy. 
Démonstration. Soit l z = (I q — l ZZ). On a : 



= -Czi q )Q[ f 



-CZlrfgQg^ Z h \ 
t j(g,Z)l gZ J(g~Z). 



Puisque hz = l z i on obtient la première propriété annoncée. Mais h z — 
h / ^ \ e t pour tout g £ Gy, j(g,Z) = j (g, ( ^ d'oii la seconde 

propriété annoncée. 

Pour Z € T>, on introduit les fonctions A et B sur D définies par 

A = det(J 8 - l Z~Z) (12.2.7) 
B = à.et{I q - t Z{Z\). (12.2.8) 

La fonction £? est obtenue en restreignant la fonction A à T'y, puis en l'étendant 
à T> tout entier de façon constante dans la direction de Z 2 . 

Lemme 12.2.4 La fonction -j est G y -invariante. 

Démonstration. Cela découle immédiatement du Lemme 112.2.31 

Nous pouvons maintenant estimer la fonction d(Z, T>y). 

Proposition 12.2.5 Soient Z G T> et m le rang de la matrice Z 2 { Z 2 . 

1. Sim= l, (cosh d(Z,V v )f = f . 

2. En général, on a : 

£\ > 2d{Z,V v ) 

et 

J2^md(Z,V v ) > 

~ A' 

Démonstration. Les fonctions ^ et d(.,T>y) sont toutes deux Gy-invariantes. 
On a vu, cf. (|12.2.4I) . que l'on pouvait se ramener à ce que Z\ = et donc 
d(Z,V v ) = d(0,Z 2 ). Mais alors, § = (det(J g - Z 2 t Z 2 )y 1 . Et la Proposition 
découle alors du Lemme ri2.2.2l 

Nous aurons également besoin dans la suite des expressions suivantes. 



— = det{7 r + Z 2 (I q - t ZZ)~ lt Z 2 } 



A 
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Lemme 12.2.6 On a l'égalité 

B 
Â 

et l'inégalité 

1 + r-hr (Z 2 {I q - t ZZ' lt Z 2 ) > 
Démonstration. Remarquons d'abord que 

Iq — 1 Z\Z\ = I q — 1 ZZ + l Z 2 Z 2 

= (I, - 'ZZ) 1 ' 2 [l q + (I, - i ^)- 1 / 2t ^ 2 (/ g - 'zz)- 1 ' 2 ) (I, - 

On en déduit que 

= dct{l r + Z 2 (I q - t ZZ)- lt Z 2 }. 

Ce qui démontre la première partie du Lemme. Remarquons maintenant que la 
matrice Z 2 (I q — ' Z ' Z)~ u Z 2 est positive. Notons Ai, . . . , A r ses valeurs propres 
(réelles positives). Alors, 

1 /— , t — \ i f \ (1 + Ai) + . . . + (1 + A r ) 
l + -tr(Z 2 {I q - t ZZ)- lt Z 2 ) = ± ^ i ^ 



r 



> {(l + A 1 )...(l + A r )} 1/r 
= àct{l r + Z 2 {I q - t Z~Z)- lt Z 2 } 1/r 

A 

Remarquons qu'à l'aide de la théorie générale des espaces symétriques (cf. 
@B], ES])) on peut montrer que les seuls sous-espaces totalement géodésiques de 
l'espace hyperbolique complexe = r> n l sont soit des sous-espaces Zfy comme 
ci-dessus, soit des sous- variétés totalement géodésiques totalement réelles. On ne 
s'occupera ici que des premiers. En ce qui concerne les espaces symétriques T> p q , 
il existe en général d'autres sous-espaces totalement géodésiques holomorphes 
que ceux considérés ci-dessus. 



12.3 Croissance du volume 

Examinons maintenant les champs de Jacobi émanant de 2V.(Une référence 
générale pour les champs de Jacobi est |81|.1 

Lemme 12.3.1 Soient Z G T>y, Tz(T>v) l'espace tangent àT>v en Z etTz(T>v)' 
le supplémentaire orthogonal de Tz{T>v) dans Tz(T>). Soit Y un vecteur dans 
T z (Pv) ± avec g z (Y,Y) = 1. Alors, 
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1. les espaces Tz(T>v) et Tz(Dv) ± sont invariants sous l'application R(., Y)Y, 

2. il existe Ai > A2 > . . . > A; > 0, l = max{r, q} tels que 

Af Ar 1 . 

- Xi = 0, si i > min{r, q}, 

- l'opérateur R(.,Y)Y\t z (v v ) a pour valeurs propres 



\ 2 \ 2 x 

-A 1( . . . , — Ai, —A 



X 2 



-X 2 -X 2 

, /\„ , . . . , /\q 



2(p-r) 2(p-r) 2(p-r) 

- l'opérateur R(., Y)Y\j< z m Y \± a pour valeurs propres 

-(A, - Aj) 2 , -(A, + A,) 2 , 1 < i < r, 1 < i < q. 

Démonstration. D'après (|12.2.4I) . on peut supposer que Z = et Y = £ 





71/ 



D'après Theorem 3.2, Chap. XI], étant donné X e To(P), le tenseur de 
courbure est donné par : 



Si X = £ 



iV 




= -[[x,y],y]. 

G To(2?y), un calcul simple donne alors 



R(X,Y)Y =Ç 



-N MM 




(12.3.1) 



(12.3.2) 



Si maintenant X = £ 
l|12.3.1|l donne 



G Tb(2V) > un autre calcul simple à l'aide de 





-L l MM + 2M t LM - M* ML 



(12.3.3) 



Il découle de (I12.3.2fl et i|12.3.3|) que les espaces T (T>y) et To(XV) sont invari- 
ants sous l'application R(.,Y)Y. Remarquons que l'on peut toujours supposer 
que M est de la forme 



\ 



M = 



si r > g, 



M = 



si r = q, 



M 



V 





À ■■>■■■ 



si r < q, 
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avec Ai > . . . > A; > 0, / = max{r, g} et \ = si i > min{r, q}. Puisque 
A? + . . . + A 2 = tr(M*M) = go(Y,Y) = 1, le deuxième point du Lcmmc ITOU 
découle alors des formules l|12.3.2l) et (|12.3.3|l . 

Soit r une géodésique perpendiculaire à T>y. Nous pouvons maintenant 
étudier les champs de Jacobi le long de r. Soit r = r t , où t est la longueur 
d'arc de T>v à r t et Y = tq. Dans la suite nous décrivons les champs de Jacobi 
X = X(t) le long de r vérifiant 

X(Q) e T ro (V v ) et V Y X e Tr^Vv)^. (12.3.4) 

L'équation de Jacobi est donnée par 

V 2 Tt X + R(X,T t )ft = 0. 

D'après le Lemme [12.3.11 les valeurs propres de R(.,Y)Y sont négatives. 
Soit Xo G T To (T>v) un vecteur propre de R(.,Y)Y pour la valeur propre —A 2 
(A > 0). Soit X t le transport parallèle de Xo le long de r. On peut vérifier que 

X(t) = (œshXt)X t (12.3.5) 

est un champ de Jacobi le long de r vérifiant (|12.3.4|) . Soit Lq £ T To (T>v)' L 
un vecteur propre de R(.,Y)Y pour la valeur propre —A 2 (A > 0). Soit L t le 
transport parallèle de Lq le long de r. On peut vérifier que 

= f (sinhAÉ)i 4 siA^O, (12.3.6) 
[ tL t sinon ' 

est un champ de Jacobi le long de r vérifiant H12.3.4(l . L'espace des champs de 
Jacobi vérifiant i|12.3.4f) a pour dimension 2pq. Cet espace est engendré par les 
champs de Jacobi construits ci-dessus. 

L'espace T> — T>v se décompose en un produit : 

.fx]0,+oo[ 

où T est l'hypersurface de V constituée des points à distance 1 de T>v et où 
nous identifions un point (W 7 , t) G .Fx]0, +oo[ avec le point Z £ T> h distance t 
de XV et tel que la géodésique passant par Z et W soit perpendiculaire à T>y 
Si S est un sous-ensemble mesurable de J 7 , nous noterons u{t, S) le volume 
de {Z e T x {t} : Z\ G S}. D'après (|12.2.4|) . oj(t,S) = u(t,gS) pour tout 
g G Gy . On peut donc voir u(t, S), pour chaque t, comme une mesure invariante 
sur T>y- H existe alors une fonction f(t) telle que u(t, S) = /(t)vol(S'). 

Lemme 12.3.2 // existe une constante c telle que : 
1. sir = 1, 



uj(t,S) = cvol(5')(sinh2t)(sinht) 2(,î - 1) (cosht) 2(p - 1) , 
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2. en général, 

w(t, S) < evol(S)(l + t pq )e 2ip+q - 1 '>^ t \ 
où m — min{r, q}. 

Démonstration. Si l'on écrit uj(t,S) = f(t)vo\(S), il nous faut estimer f(t), par 
exemple en la comparant à la constante /(l). Soit x s une courbe dans T . On 
note x\ le point (x s ,t), x 1 ,^ la courbe à s fixé et x"p la courbe à t fixé. Les 

courbes x'^ sont des géodésiques et ±« est un champ de Jacobi le long de 
cette géodésique qui vérifie H12.3.4J) . Mais d'après le Lemmc H2.3.1l ct (jl2.r>.5l) . 
<|12.3.t)[l , l'espace T Xs (T) admet un base orthonormée réelle 

A"l, . . . , ^2(p-r)j ^2(p-r) + lî ■ ■ ■ i -^4(p-r)j ! ^2{p-r)qi 

11, ... , Y2rq-\ 

et il existe des réels 

Ai > . . . > A; > 0, l — max{r, q} 

vérifiant : 

1. A? + ... + A? = 1, 

2. Ai = pour tout i > min{r, g}, 

3. au point (x s ,t), 

||Xi|| = ... = ||X 2(p _ r) || = ^, 

1 1 y 1 1 _ _ 1 1 V M cosh A,t 

ll^2(p-r)(«-l)+lll - ■ ■ • - ||^2(p-r)gll - cosh A 9 ' 

4. au point (x s ,t), l'ensemble des \\Yj\\ pour 1 < j < 2rq — 1 (comptées 
avec multiplicités) coïncide, à une permutation près, avec l'ensemble des 
aij pour 1 < i < r, 1 < j < q et des pour 1 < i < r, 1 < j < g et 

7^ (1) !) tels que 



sinh(A, + Aj)t . , , , „ ( sinh | A, — Aj |t . , , , 

sinh(A i +A i ) ' &1 Aî + A J T U ; et b ,, _ J sinhlAi-Ajl ' &1 A « r A J ' 

i, si Xi + Xj =0, I t, si Ai = Aj. 



On en déduit alors facilement que 

sinl^isinh^^icosh 2 ^- 1 ^ . 
/W " /(1) sinh2sinh^- 1 )lcosh^- 1 )l " * ~ 1 
et en général qu'il existe une constante c telle que 

f(t) < C (l + ^^(p+ï-l)^ 

où m = min{r, q}. 
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Remarquons que la fonction est plus naturelle que la fonction distance 
d(.,T>v)- Dans la suite nous reprenons l'étude du volume à l'aide de la fonction 

B 
A ' 

Notons d'abord que si g G G et Z g V, 



d{gZ) = l{g,Z)dZ ] {g 1 Z)- 1 . 
detG( 3 ,Z)) = det(j(. 9 ,Z))- 1 . 



p g 



{dz} = n n dz vdZi 
»=ij=i 



On sait que 
Donc si l'on pose 

^ 81 9 6 ' {dgZ} = | det(j(5, Z))\- 2 ^{dZ}. 

Puis d'après le Lemme ll2.2.3l 

A(gZ) = \det(j (g, Z))\~ 2 A{Z). 

La forme volume invariante dvr> de T> s'écrit donc 

dv v = (V^Ï) pq A-^ p+ ^{dZ}. (12.3.7) 



G T>v, soit Fz 1 la fibre au-dessus de ce point dans le nbré V 



Zx 


T>y. On a donc : 

F Zl = {Z e V : Z x fixé}. 

Soit g € Gy l'élément 

(I p _ r - ZSZt)- 1 ' 2 -(/^-Zi^j-Vaza 

_0 I r _0 

-(^-^iZi)- 1 /»*^ (Ig-'ZxZx)- 1 / 2 

Alors g envoie Fz 1 isométriquement sur Fq, et 

9 { zl ) = ( Z 2 (I q - êiZx)- 1 '* 

Sur F , l'élément de volume est {y^ï) rq det(I q - t Z^Z 2 Y {r+q) {dZ- 1 \, l'élément 
de volume sur Fz 1 est donc 

dv F = (^î) rq A- r (^Y {dZ 2 }. 



A 



D'où il découle que 



B 



p—r 



dvv = ( -j ) dw v dvF, (12.3. 



où cfox> v = (V - 1)^ r -* 9 -B ( p+q r ^{dZi} est la forme volume invariante sur T> 



Y- 
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Lemme 12.3.3 On a les formules d'intégration : 
1. 

2n \» * T(s + i) 



dès que Re(s) > — 1 ; et 



\ T(s + q + i)' 



2. 

f fA\ s , { 2n \ rq ^jTLs-p-q + i) „ , . 



lr v \v\Bj " \V=ÏJ t\ T i s -P + i) 

dès que Re(s) > p + q — 1. 

Démonstration. On introduit tout d'abord /(s,p, 9) = J T) A s {dZ}. On déduit 
de <|12.3.8|1 . avec r = 1, la relation de récurrence 



f(s,P,q) = f(s + 1,P~ l,q)f(s,l,q). 



Mais, 



/(*,!.?) = / (1- (\ Zl \ 2 + ... + \z q \ 2 )) s dz 1 dz 1 ...dz q dz q 



f^=) / {l-{\ Xl \ 2 + \ Vl \ 2 + ... + \x q \ 2 + \y q \ 2 )) s dx 1 dy 1 ...dx q dy q 

vv-i/ Jy:,.(ix 1 i 2 +i?/ I | 2 )<i 

(1 - t)H q ~ l dt 

dès que Re(s) > — 1. 



'Ei(M 2 +l3/il 2 )<i 
(2tt)« 1 



(27r)T(s + 1) 



(V = ï) ? r(s + g+ 1) 

Alors le premier point du Lemme 1 1 2 . 3 . 31 découle d'une simple récurrence. 
Concernant le deuxième point, il découle de (|12.3.8[1 que l'intégrale vaut 



r v \D 



B 



dvpdv-rj. 



Puisque -g et dvp sont Gy-invariant, l'intégrale 

' A^ s+r ~ p 



F Zl \B 

est indépendante de Z\. En Z\ =0, sa valeur est 

f det(i q - t z 2 z 2 y-p- c >{dz 2 }, 

Jt> 2 

où T> 2 = {Z 2 : t Z 2 Z 2 < Iq}. Le deuxième point du Lemme H 2 . 3 . 31 découle donc 
directement du premier point. 



160 



CHAPITRE 12. L'ESPACE V, 



12.4 Fonction distance à l'hypersurface 

Soit F la fonction distance géodésique à la sous- variété T>y. La fonction 
Z i ► F{Z) est bien évidemment lisse pour Z -V v . Nous notons V 2 F le 
hessien de F. Rappelons que le hessien d'une fonction C 2 F de T> dans R est la 
seconde dérivée covariante V 2 F de F, i.e. 

V 2 F(X,Y) = X(YF) - (V X Y)F, 

pour n'importe quels champs de vecteurs AT, Y sur î? et où V est la connexion de 
Levi-Cività induite par la structure riemannienne de T>. Le hessien V 2 ^ définit 
donc un tenseur symétrique de type (0,2). Nous appelons valeurs propres du 
hessien les fonctions qui à chaque point de T> associe les valeurs propres de la 
matrice associée dans n'importe quelle base orthonormée de l'espace tangent à 
"D au point x. 

Proposition 12.4.1 Notons {^(Z)} \<i<2 P q les valeurs propres du hessien X7 2 F. 
Si Z g T>, m = min{r, q} et l — max{r, q} , il existe alors Ai > A2 > . . . > A; > 
tels que 

A 2 + ... + A 2 = l, 

- Ai = 0, pour tout i > m, 

- quitte à réordonner les ji(Z), 

71 (Z) = Ai tanh(A 1J F(Z)), . . . , j2( P -r)(Z) = Ai tanh(AiF(Z)), 

l2( P -r)(q-i)+i(Z) = X q tanh(Ag.F (Z) ) , . . . , -f2( P -r)q(Z) = \ tanh(A g F(Z)) 

et les "fk(Z) pour 2(p — r)q + 1 < k < 2pq, sont (à permutations près) les 
nombres riij et rriij, pour 1 < i < r, 1 < j < q, tels que 

_ f (\i + Xj) coth((A î + Xj)F(Z)) si X, + A 3 
l FW) « A* + = 

et 

( |A î -A J |coth(|A î -A J |F(Z)) siXi^Xj 

m *,j = \ TJZ) 31 X i = A j" et (*>i) ^ C 1 ' 1 )> 
[ si(i,j) = (1,1). 

Démonstration. Soit toujours r une géodésique perpendiculaire à T>y avec r = r f 
où t est la longueur d'arc de Py à r t . Soit y = f. D'après le Lemme [12.3.11 il 
existe donc 

- I réels Ai > A 2 > . . . > A/ > tels que A 2 + . . . + A 2 = 1 et Xi — 0, pour 
tout i > 771 ; 

- un champs de bases orthonormées le long de r : {e Q , /jj, /| • : 1 < a < 
2(p — r)g et 1 < i, j < 2rç} tel que pour tout entier 1 < /3 < g et pour 
tout entier 2(/?-l)(p-r) + l < a < 2/3{p-r) le vecteur e Q (0) € T To (X>) et 
soit un vecteur (— A|)-propre de iî(., Y)Y et que pour toute paire d'entiers 
1 < *, j < 2rg le vecteur fij(0) (resp. j(0)) G T-^I?) 1 - et soit un vecteur 
(—(Ai + Aj) 2 )-propre (resp. (—(Ai — A.,) 2 )-propre de i?(.,F)F. 
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Nous supposerons de plus (ce que l'on peut bien évidemment faire) que le vecteur 
Y est égal au vecteur /{^(O). 

Alors d'après 1)12. 3. 5|l et pour tout couple d'entiers (/?, a) vérifiant 1 < (3 < q 
et 2(f3 — l)(p — r) + 1 < a < 2(3(p — r), les champs de vecteurs : 



v a (t) = cosh(A /3 t)e Q (t) (12.4.1) 

sont des champs de Jacobi le long de r vérifiant (|12.3.4|) . Puis, d'après (|12.3.6[) 
et pour tout couple d'entiers vérifiant 1 < i < r et 1 < j < q, les champs 
de vecteurs : 

m _ / sinh((A î + \j)t)f itj (t), si Xi + X^O 



et 



„/ M - J sinh (' Ai ~ A il*)/i,i(*)= si A < ^ A J 
"' ; l tflj{t), si Ai = Xj, 



(12.4.3) 



sont des champs de Jacobi le long de r vérifiant (|12.3.4|l . De plus, nous avons 
vu que les champs de vecteurs <|12.4.1ll . I|12.4.2|) et (|12.4.3fl forment une base 
orthogonale de l'espace des champs de Jacobi le long de r vérifiant l|12. 3.4(1 . La 
formule de la variation seconde |H3 nous dit alors que le Hessien V 2 £(= V 2 F) 
se diagonalise dans la base {e a }i< a <2q( P -r) U {fi,j,fi,j} i < j < r ■ Et P lus 

1 - j ~ q 

précisemment permet de calculer par exemple 

V 2 %)(e Q ,e Q ) = -^ L(r s ), 
as z \s=o 

où si t va de x := tq E T>v à y := r t ç y ), t s désigne la géodésique minimisante 
joignant T>y au point exp y (se a ) et L(t s ) sa longueur. Or, si a est un entier 
compris entre 2(/3 — l)(p — r) + 1 et 2(3(p — r) pour un certain entier 1 < (3 < q, 
le champ de vecteur v a = sillh ^° t ^jj est un champ de Jacobi le long de r, 
perpendiculaire à r et vérifiant : v a (t(y)) = e a (t(y)) et (I12.3.4|l . La formule de 
la variation seconde implique alors : 

V 2 %)(e ) = <Wv a (t(y)),v a (t(y)) >, 
sinh(Xpt(y)) 



X 



cosh(Xpt(y)) ' 



De la même manière, si est un couple d'entiers vérifiant 1 < i < r et 

1 < j < li 011 obtient : 

{( \ . , \ . -i cosh((A i + A J )tfa)) . \ , \ / n 

(y^) sinh((Ai+Aj)t(y)) , s.A. + A^O 
jfâ, SI Ai— Aj, 
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et 



I \ \ I cosh(|Ai-Aj|t(y)) c ; \ -/ \ 
l Aî ~~ A JI sinhdAi-Ajl*^)) ' SI A, ^ 



V^(y) /^) = ^ si A, = A, et ? (1, 1), 

0, Bi(i,j) = (l,l). 

Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 112. 4.T1 

La variété T> est, en plus de sa structure riemannienne, naturellement équipée 
d'une structure complexe J : T*T> — > T*T> induite par la multiplication par y/— 1 
sur p. Nous avons équipé V d'une métrique hermitienne kaehlérienne. On associe 
naturellement à cette dernière la 2-forme réelle (Le. qui est de bidegré (1,1) et 
a des coefficients réels dans des coordonnés réelles) 

-V T Ï991ogdet(/ g - *ZZ). 

On peut voir cette dernière comme l'opposée de la partie imaginaire de la 
métrique hermitienne de T>. Remarquons que ce jonglage entre métrique et 2- 
forme différentielle est tout d'abord réversible et, de manière générale applicable 
à tout 2-tenseur covariant hermitien, i.e. tout tenseur locallement de la forme 
J2 a pH a j3dz a d~z 13 où H a p = Hp a - Comme d'habitude on confond la métrique 
avec la forme différentielle dans les énoncés. Ainsi par exemple, si / est une fonc- 
tion à valeurs réelles, l'assertion "ddf est définie positive" signifie réellement que 
"le tenseur hermitien (3 dz a Szf dz a dz 13 associé à ^^^ddf est définie positif". 

Soit / une fonction réelle sur la variété complexe T> ; on définit sa forme de 
Levi Lf par : 

Lf = 2 V 9 t R dz a djf, 

qui est juste le tenseur hermitien associé à y/—lddf. Nous appelons valeurs 
propres de la forme de Levi Lf les valeurs propres de la matrice hermitienne 
associée au tenseur Lf dans une base orthonormée. 

Rappelons le lien bien connu entre la forme de Levi de / et son hessien sur 
une variété kaehlérienne. 

Lemme 12.4.2 Soit f une fonction réelle sur une variété kaehlérienne et soit 
Xq = h{X — \/—UX) un vecteur de bidegré (1,0). Alors, 

Lf(X , X Q ) - \ (V 2 f(X, X) + V 2 f{JX, JX)) . 



Revenons maintenant à notre fonction "distance à XV" , la fonction F. Il est 
facile de vérifier que lorsque r ou q est égale à 1 (i.e. m = 1) le hessien de F se 
diagonalise dans une base J-invariante. On déduit alors du Lemme 112.4.21 que 
les valeurs propres de la forme de Levi de F sont 

- si r = 1, les valeurs propres : coth(2_F(Z)) avec multiplicité 1, tanhF(Z) 
avec multiplicité p — 1, cothF(Z) avec multiplicité q — 1 et avec multi- 
plicité (p- l)(q - 1) ; 
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- si q = 1, les valeurs propres : coth(2F(Z)) avec multiplicité 1, tanhF(Z) 
avec multiplicité p — r, coth F(Z) avec multiplicité r — 1. 

Les valeurs propres de la forme de Levi de F sont, lorsque F(Z) tend vers 
l'infini, plus proches les unes des autres que celles du hessien de F. Ceci sera 
important pour nous dans la suite, l'importance de cette propriété pour l'étude 
du spectre et de la cohomologie L 2 a été mise en évidence pour la première fois 
dans |35) et les mêmes raisons fondent son importance pour nous. 

Lorsque m > 1, on l'a vu la "bonne" fonction tenant compte de la structure 
complexe de T>y n'est plus la fonction F mais la fonction § (ou plutôt log (^))- 
Dans la suite nous aurons besoin de connaître les valeurs propres de sa forme 
de Levi. 

Proposition 12.4.3 Les valeurs propres de la forme de Levi de log (-j) au 

point Z G T> sont la valeur propre 1 avec multiplicité qr et chacune des valeurs 
propres de (I q — t Z\Z\)~ 1 l' 2t Z2Z2{Jq — {Z\) t Z\)~ x l 2 avec multiplicité p — r . En 
particulier, la valeur propre nulle intervient avec multiplicité (p — r)(q — m) où 
m < min{g,r} est le rang de la matrice Z^. 

Démonstration. Nous ordonnons les coordonnées de Z G T> par Z\\, .... Z± q , 

Z21, . . • , Z2 q , , Z p i, . . . , Z pq . Alors, au point Z ', la matrice des coefficients 

de la métrique kachléricnnc est la matrice 



(J,-*ZZ)- 1 



(Ip-Z'Z)- 1 , (12.4.4) 



(iq-tzzyi ) 



et son inverse est 



( Iq - *ZZ) 



{I P -Z*Z), 



(12.4.5) 



où étant donné X = (xij) € M p (C), nous notons X la matrice (xijl q ) G M pq (C). 
Calculons maintenant la matrice de y/—ldd log (3) ■ Remarquons tout d'abord 

que 

\/-[ddlog (^) = y/^ïdd\ogB- ^ïddlogA. 

La fonction est Gy-invariante, d'après JT2~2~4l il nous suffit donc de déterminer 
la matrice de ïôôlog (4) aux points Z tels que Z\ = 0. Il est bien connu [H3*j 
que — log A (resp. — log£?) est un potentiel pour la métrique kachléricnnc de V 
(resp. T>v)- Autrement dit — yj— ldd log A s'identifie à la métrique de Kaehler 
de V et sa matrice est donc (112.4. 4|) ; et — ^/~^ïdd\ogB s'identifie à la métrique 



de Kaehler de Vy et sa matrice en Z\ =0 est donc I, 



(p-r)q 



. La matrice 



/ (Iq-^Zf 2 



(Ip-ZtZ) 1 / 2 , (12.4.6) 



(I q -*ZZ)V* ) 
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est hermitienne et de carré la matrice (|12.4.5|) , elle réalise donc un changement de 
base de la base donnée par les coordonnées canonique vers une base orthonorméc 
pour la métrique. La matrice de \f~^\dd\og (-j) dans cette nouvelle base et en 
Z\ = est donc 

/ l Z 2 Z 2 \ 
t Z2Z2 

V V / 

Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 112. 4.151 

Concluons cette section par un corollaire dont nous aurons besoin dans la 
suite du texte. 

Corollaire 12.4.4 Les valeurs propres de la forme de Levi de log (-j) au point 
Z G T> sont toutes positives, inférieures (ou égales) à 1, et parmi celles-ci au 
moins p + qr — r tendent vers 1 lorsque tend vers l'infini. 

Démonstration. On peut encore se ramener au cas Z\ = 0. Le Corollaire 1 1 2 . 4 . 41 
découle alors facilement de la Proposition 112.4131 puisque lorsque ^(Z) tend 
vers l'infini, det(J q — ^2^2) tend vers et donc la plus grande valeur propre 
de t ZiZ2 tend vers 1. 



12.5 Séries de Poincaré 

Soit cf> une forme différentielle de degré l sur V. Nous notons \ \<j)\ \ (resp. 1 1</>| |o) 
la norme ponctuelle induite par la métrique g (resp. la métrique euclidienne). 

Lemme 12.5.1 On a les inégalités suivantes : 

lk>||o>PI>A<P| , 

où A = det(J g - t'ZZ). 

Démonstration. La forme de Kaehler de V, s'écrit k = tr((/ p — Z t Z)~ 1 dZ(I q — 
t ZZ)~ 1 d t Z). Il est donc immédiat que 

\x{dZê~Z) <n< A- 2 tY{dZd t ~Z). 

Le Lemme \\ 2 . 5 . Il découle trivialement de ces dernières inégalités. 

Corollaire 12.5.2 Soit <j) une forme différentielle Gv -invariante de degré l. 
Supposons que chaque coefficient de 6i A ... A 61, avec 6\, . . . , 61 G {dZij, dZij : 

l<i<pl<j< q}, soit borné en ( ^ ) . Il existe alors deux constantes Ci, 

\ Z 2 J 

C2 > telles que 

<7i>||0||>Cfe(~) . 
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Démonstration. D'après (|12.2.4|) . il suffit de le vérifier en [ ® Y Mais en 

V Z 2 ) 

„ ) , B = 1 et le Corollaire 112.5.21 découle alors du Lemme fi 2. 5. Il 

^2 / 

Soit rcGun sous-groupe discret sans torsion de type fini. Alors M = T\D 
est une variété complexe hermitienne complète orientée de dimension (com- 
plexe) pq. Une telle variété sera appelée G-variété et, lorsque q = 1, variété 
hyperbolique complexe . Soit Ty — T n Gy, et soit Cy = Tv\Dy. On obtient 
alors le diagramme commutatif suivant : 

Vy ^ V 

l l 

c v = r v \v v -U T\V = M 

où l'application i est induite par l'inclusion de T>y dans T>. En général, le groupe 
Ty est réduit à l'identité. Dans la suite nous supposons que Cy est de volume 
fini (plus loin nous supposerons même que Cy est compacte). Soit My — Ty\T>. 
Remarquons que la fibration naturelle 

Vy 
Zi 



induit une fibration, nous la notons également tt : My — Ty\D — > Ty\Dy = 

Cy. 

La Proposition 3 de |JJ (ou le Lemme principal de .&) implique(nt) le lemme 
suivant. 

Lemme 12.5.3 II existe une suite {T m } de sous-groupes d'indices finis dans 
T, décroissante pour l'inclusion, telle que 



Ty = Q r m et r = r. 



meN 

Si de plus T est un sous-groupe de congruence, on peut choisir les T m de con- 
gruence. 

Le Lemme 112.5.31 implique que lorsque T est de type fini, la variété M admet 
une suite croissante {M m } de revêtements finis telle que la suite {M m } converge 
uniformément sur tout compact vers la variété My (il suffit de poser M m = 
T m \T>). Nous appelons une telle suite de revêtements finis, une tour d'effeuillage 
autour de Cy . Dans la suite, nous supposons que M possède une telle tour et 
notons T m le groupe fondamental de M m . 

Nous allons travailler tout au long de cette partie avec des formes différentielles 
sur V, My ou M m . Il sera plus commode de considérer toutes ces formes 
différentielles comme définies sur T> et invariantes sous l'action des groupes 
{e}, Ty ou T m . Etant donné un entier mo, un élément 7 E r„ l0 et une forme 
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différentielle u> sur M m (avec m G NU{cxi}, m > ma), nous pourrons notamment 
parler de la forme différentielle 7*0;. 

Concluons ce chapitre par l'étude promise des séries de Poincaré. 
Soient Z u Z 2 G V, t G M, t > 0. On introduit : 

u(Z 1 ,Z 2 ,t):=\{- / eT : d{Z u 7 Z 2 ) < t}\, (12.5.1) 

et 

N(Z,t) := |{ 7 G T V \T : dfrZ.XV) < 01- (12-5.2) 

Lemme 12.5.4 // existe une constante C\{Z) > (qui dépend de Y) telle que 
pour tout t > on ait : 

rt+l 

N(Z, t) < Cl (Z) / (1 + f 2 P«)e 2 ^ + «- 1 ^ t di. 
Jo 

De plus on peut choisir C\{Z) de manière à ce qu'elle soit bornée sur les compacts 
de V. 

Démonstration. Soit e un nombre réel strictement compris entre et 1 et suff- 
isamment petit pour que 

£(Z,£)n£(7Z,e)^0=^7 = e, 

où B(Z, e) désigne la boule de rayon e autour du point Z et e désigne l'élément 
neutre du groupe T. Dans la suite étant donnée une sous-variété V de T>, nous 
noterons B(V,r) l'ensemble des points de V à distance plus petite que r de V. 
On a alors : 

N(Z,t) < |{[ 7 ]eIY\r : 7(B(Z,e))cBÇD v ,t + e)}\. 

Mais, d'après IÏ2. 2. 41 si 7 G T vérifie que r y(B(Z,e)) C B(T>v,s) quitte à trans- 
later 7 par un élément de IV, on peut supposer que j(B(Z, e)) C B(S, e), où S 
est un domaine fondamental mesurable pour l'action de IV sur T>y. On déduit 
alors du Lemme 112.3.21 : 

vo\(B(S,t + e)) 
N[Z ' t] ~ vo\(B(Z,e)) 

r r t+e 

< — y—, — - / (î + t^ytp+i-^^dt. 

Ce qui achève la démonstration du Lemme 112.5.41 

Remarquons que pour r = p, la démonstration du Lemme 112.5.41 permet 
d'estimer v(Zi, Z2, t) uniformément par rapport à Z 2 . On obtient, en effet, que 
pour tout Zi G T> et pour t > 0, 

rt+i 

v(Z u Z 2 ,t) < d(Zi) / (1 + f^e 2 ^ 9 - 1 ^*. (12.5.3) 
On en déduit la proposition suivante. 
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Proposition 12.5.5 Soit K un compact de T>. Alors il existe une constante 
c 2 (K) (qui dépend deT) telle que pour tout point Z\ G K , tout point Z 2 G T> et 
t > 0, on ait : 

£ e-«*^>«*.*> < c 2 {K) (l + \ (l + ^)) , 

7 g r 

d{Z Xll Z 2 ) < t 
pour tout s > 0. 

Démonstration. D'après (|12.5.3fl . il existe une constante c\(K) telle que 

dv(Z 1 ,Z 2 , t) < a(K)(l + (t + ifM^+i-V^dt, 
pour tout Zi G K, Z 2 G V et t > 0. On a donc : 

V" e -(2(p+g-X)V?+*)d(2 ll 2 2 ) = f e -( 2 (P+1- 1 )Vq+ 2s - 2 ) t dv(Z 1 , Z 2 ,t) 

7 G 1 

d{Z 1 , 1 Z 2 )<t 

= c x {K) [ (l + (t+l) 2pq )e- st dt. 
Jo 

Et la Proposition !! 2 . 5 . 5l découlc d'un calcul simple et d'approximations grossières. 
De manière analogue on démontre la proposition suivante. 



Proposition 12.5.6 Soit <f> une forme différentielle Yy -invariante de degré l 

surV. Si \\<f>\\ < c(%) {p+q 
positif e > 0, alors la série 



sur T> . Si \\(f>\\ < c{^)^ P+q ^ m+e > m = min{r, q} pour un réel strictement 



rv\r 

converge uniformément sur les compacts de T>. 

Démonstration. Commençons par remarquer que la norme ||7*<^|| au point Z 
est égale à la norme \\<f>\\ au point 7Z. D'après l'hypothèse faite sur la norme de 



j \ (p+q-l)s/m+e 



£ ii7>n < c E {b^ z) 

r v \r r v \r v - 

< _£_ e -2{( P +q-l)^Wi+e)d( 1 Z,V v ) 

— 4m / j 
rv\r 

d'après la ProDOsition ll2.2~ÏÏI On conclut alors facilement comme pour la Propo- 
sition insu 



Chapitre 13 

Construction de la forme 
duale 

13.1 Formes singulières de Bott et Chern 

Soit X une variété complexe de dimension complexe m et E — > X un fibré 
vectoriel holomorphe de rang q. Supposons fixée une section holomorphe v : 
X — > E telle que 

1. l'ensemble X v = {x G X : v(x) = 0} des zéros de v soit non singulier de 
codimcnsion q, et 

2. la section nulle de X dans E lui soit transverse. 

Soit C q (E) la forme de Chern maximale associée à une structure hermitienne 
fixée sur E. Dans ^B], Bott et Chern montrent 

Proposition 13.1.1 II existe une forme différentielle t de type (q — l,q — 1) 
sur X — X v et à valeurs réelles telle que 

ddT = C q {E). 

La construction de r que l'on va rappeler ci-dessous est explicite, remarquons 
que r doit nécessairement avoir des singularités le long de X v . Il est bien connu 
jSni que lorsque X est compacte C q {E) représente la classe de cohomologie duale 
à la classe d'homologie [X v \. Nous verrons que dans le cas non compact (celui 
qui nous intéresse dans la suite) cette dualité subsiste en un sens plus faible. 

Rappelons le formalisme de Bott et Chern. En un point x € X, soient E x et 
T* respectivement la fibre de E au-dessus de x et la fibre de l'espace cotangent 
holomorphe T* au-dessus de x. On a alors les fibrés A£f — > X, où 

k p r l = A pq (E x ®Ë X )® A rs (T* @T X ). 
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Notons Â£| l'espace des sections C°° de A|!f. Une connexion affine sur E est 
définies par la donnée de deux opérateurs 

B • À 10 — > À 10 7) - Â io À 10 
d = <9 + <9 



vérifiant 



d(a + b) = da + db, a,b G À 10 
d(/a) = df ® a + /da, / e À 



oo 

00 

oo ■ 



Une connexion affine d est dite de type (1, 0) si d(a) — pour toute section holo- 
morphe a. Toute connexion affine définit bien évidemment de manière unique 
des opérateurs 

d = d + d 

vérifiant les proprétés usuelles. 

Soit e = (ei, . . . , e q ) un champs de base local. Alors, 

de = eu = (ex, .. . ,e q )(uij) (13.1.1) 

d 2 e = efl= (ei,...,e,)(n«), (13-1.2) 

où lu, f2 sont respectivement les matrices de connexion et de courbure. 
Il découle de (|13.1.1|) que 

n = duj + ujAuj. (13.1.3) 

Remarquons que les éléments de chaque fibre sont vus comme des vecteurs 
colonnes. La g-ième forme de Chern de la connexion affine est la forme différentielle 

ïVdet n. 



2tt 

Fixons maintenant une structure hermitienne sur E, i.e. un produit scalaire 
hermitien (., .) x sur chaque fibre E x (x G X) qui soit C°° en x. Etant donné un 
champs de base local e = (ei, . . . , e q ), notons 

H={h l3 ), hij = (ei,ej). (13.1.4) 

La structure hermitienne définit une unique connexion de type (1,0) pour 
laquelle on a 

uj = H- 1 dH et Çl = d{H- 1 dH). 
Afin de construire r on se fixe une section holomorphe v du fibré E. Soient alors 

a = dvdv = et G A\\ 

l ~ Cl 

K = -efiif- lt ë= -{ei...e q )Q.H- 1 : \=KeÀ 1 1 { 




y k = -y k = vva^K"-" e Â^ l g _ 1; 1 < k < g, 
s k = {vdv)a k - 1 K q - k <= Â" 



'"A- 



a k R q-k g ^ < fc < g, 
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et 

4 = M~ 2fe sfc, y' k = \v\- 2k y k , w' k = \v\~ 2k w k 
4 = s' k + k y ' k dio ë \v\ 2 , i<fc< ç , 

u k = w' k + ks' k d\og \v\ 2 , < k < q, 
X = (detff)- 1 / 2 ^...^, 

où 1 17 1 est la norme de v. 

Lemme 13.1.2 On a les formules de récurrence : 

9y' k = -4--^rs'U (13-1.5) 



ds' k = u k -\ — — -u k -i- (13.1.6) 

q — k + 1 

Démonstration. Décomposons tout d'abord dv et d 2 v dans la direction de v et 
de son supplémentaire ortogonal : 

dv = 6v + f3, 6»eÂ°°, peÀ\° , 
d 2 v = \v\ 2 (<pv + 1 ), ^eÂ°î, 7 eÀ}°, 
e = diog\v\ 2 , 4> + (/} = o. 

Par récurrence, on obtient 

a k - x = a*' 1 + {k-l)a k - 2 (v6p + v6p) 

+ (k - l) 2 a k - 2 vv66, 
K q - k = K\- k + {q-k){v^ + v 1 )K q l - k - 1 

+{q - k)vvKf- k - 2 {-K 1( p + (q-k- 1)77} , 
ai = (3(3. 

D'où l'on déduit que 

s k = -key k + (q-k)vv(3-fa k 1 - 1 Kr k -\ 
—^-rw k = vva\K\- k - 2 {-Ki(j) +{q-k- 1)77} 

Q K 

+kvv{-6fa + ë^y)a k - 1 Kf- k - 1 

+ J^ V yeëa k - 1 K q - k . 

q — k 

Puisque dK = et d 2 v G À}?, 

dy k = -s k - q k _ ^ v \ 2 Sk -^ ~ ^—Y^\ v \ 2 yk-id\og\v\ 2 . 
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D'où il découle l'égalité l|13.1.5[l . De même, on a 

■^(dsk - w k ) = 7 ■ - Wk-i + — ^-r-— T Sk-idlog \v l2 

V\ À q — k + 1 q — k + 1 



Ce qui implique l|13.1.t)|) et conclut la démonstration du Lemme ll3.1.2l 
Remarquons qu'il découle de la démonstration du Lemme 113.1.21 que 

s' ? ' = et u q = 0. (13.1.7) 
On peut maintenant définir la forme singulière r par : 



-xx = -s£(-D fc ^:î JU + - + ^ïJ Bi (13 - L8) 

-«E(-l)*( fcl} ) 2/L log|^| 2 , (13.1.9) 
fe=i ^ ' 

où c = (— l) 9 1 g!(27r)' 3 . On introduit également les formes singulières ipk, 
1 < k < q, et ip définies par : 

cipkXX = s' k , l<k<q (13.1.10) 

et 



^ = Ê(-1)M 2 W*- (13.1.11) 



/s 

fc=i 

Proposition 13.1.3 Sur X — X v , les formes r etip sont lisses (non singulières) 
et vérifient dr = ip et dtp = C q (E) . 

Démonstration. On sait que 

d(xx) = d(xx) = 0. 

L'identité dr = tf) sur X - X v découle donc de (|13.1.5|) . I|13.1.7|) et (|13. 1.111) . 
L'équation i|13. 1.6(1 implique alors 

( l ) 4 - -k". 

k=l ^ ' 

Puisque <7 g (£) = (^fdet^), 

X' - (-l)" 2 / 2 9 !(2^)'C ç (i?)xx. 
Et l'identité dtp — C q (E) sur X — X v s'en déduit. 

La signification géométrique de la forme différentielle tp est contenue dans la 
proposition suivante. 
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Proposition 13.1.4 Soient T £ C X un voisinage tubulaire de rayon e autour 
de X v et r\ une (m — q, ni — q)- forme sur X . Alors, 

lim / ij) A T] = — / rj. 



Démonstration. Ce résultat est local, on peut donc supposer que X = C m , 
E = C m xC'^X est le fibré produit et que v(Z 1: ...,Z m ) = (Z u . . . , Z q ). 
Supposons maintenant que dans ces coordonnées la structure hermitienne soit 
donnée par la matrice H — (hij). Choisissons un champ local de bases or- 
thonormées (ei, . . . , e q ). D'après la construction ci-dessus, la forme différentielle 
ip a un pôle d'ordre 2q— 1 le long de X v qui apparaît dans le terme tj)q. Exprimons 
la section v dans notre champ de base locale : 

q 

q q q 

dv = ^2(df x )e x + ^2^2(^Xjfj)ex 

X=l A=l j=l 

et il découle de l|13.1.1Ufl que la forme ijj q est égale à 

( _ 1) - a »/2+i +ï _t_^_ (4flAi . Adfq) ^(-l)^ 1 /,^ A ... A dj x A ... A df q 
plus des termes d'ordres inférieurs. Il s'ensuit que 



limip Q An= (-l) 1+q 



X r 



et donc que 



lim / V A 77 = (-1) 9 lim / if) q Ar) = — 

JdT e JdT c JX V 



13.2 Construction de la forme duale 

On revient aux notations du chapitre précédent, soit e±, . . . ,e n la base stan- 
dard de C", n = p + q. Etant donné un entier 1 < r < p, soit V un sous-espace 
positif de dimension r pour la forme hermitienne Q et Dy et Gy comme au 
chapitre précédent. Soit encore T un sous-groupe discret et sans torsion de G et 
Ty — T n Gy. On suppose de plus : 

1. T\T> compacte, et 

2. Ty\Dy compacte. 
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Comme au chapitre précèdent, il sera plus commode dans la suite de supposer 
que le sous-espace V est le sous-espace engendré par e p _ r +i, . . . , e p . Le groupe 
Gy agit sur V x M qr (C) par : 

g(z,M) = (gz, t j(g,z)- 1 M t u). 

En quotientant par le groupe IV, on obtient un fibre vectoriel Ey = V Xp v 
M qr (C) au-dessus de Ty\T>. Ce fibré est naturellement muni de deux métriques 
hermitiennes, à savoir : 

(M 1 ,M 2 ) Z = ix( t M 1 h z M 2 ) 

et 

(M 1 ,M 2 )z = tv( t M 1 ~h z M 2 ), 

où hz et h z sont les matrices du Lcmme 12.2.3. D'après ce dernier, la métrique 
(., .)£ est G-invariante et la métrique (., .) z est Gy-invariante. Dans cette section 
nous ne nous servirons que de la métrique (., .)~. Enfin, le fibré Ey nous arrive 
équipé d'une section holomorphe canonique v : Ty\V — » Ey 

v(Z) = (Z, t Z 2 ). 

Il est clair que Ty\Dy = {Z G T\T> : v(Z) = 0}. On peut donc appliquer les 
résultats de la section précédente. 

On verra M qr (C) comme M r (M q (C)). Étant donné une matrice carrée A e 
M q (C), nous notons A^ la matrice carrée diagonale par bloc constituée de r 
fois le bloc A. Alors la métrique hermitienne (.,.)z, de la fibre au-dessus de 
Z, est donnée par la matrice hermitienne définie positive H = h l z ' par rap- 
port au repère mobile standard e = (ei, . . . , e r ), où chaque ej est un vecteur 
(eii, e 2 i, . . . , e q i). Un calcul facile montre : 

dh z = h z u x + ^îhz, wi = d?ZZ(I q - 

Soit uj = w[ r '. On choisit maintenant une connexion métrique telle que de — euj. 
La forme de courbure est alors donnée par 

<à = Or = -éz(i p - ~z t z)- x d~z{i q - 'z'z)- 1 . 

Lemme 13.2.1 Si g est un élément de G, on a : 

g*^ = ^(g, Z)-Wj(g, Z) + 4 j(.9, Zy 1 d t ] {g, Z) 

et 

g*^^ t 3 {g 1 ZY 1 ^ x t 3 {g,Z). 
Démonstration. Rappelons que 

I q - l ZZ - *j(.9, Z)(I q - \gZ)g-Z)J{^Z). 
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En différentiant cette égalité, on obtient : 

-éZZ = d?j(g, Z){I q - t {gZ)JZ)'J{^Z)-j{g, ZfdigZfJZjî^Z), 

puis 

âigZjjjZ = ^(g, Z)- 1 d t ZZJÛTz~f 1 + 'j(g, Z)- X âj{g, Z)(I q - '(gZjjffl, 
et donc 

â{ a Z)tf(I q - t {gZ)ï&)- x = 4 j(s, Zy'éZZil^ZZy^jig, Z)+ t j(g, Z)- X âj{g 

Ce qui démontre la première identité annoncée par le Lemme ll3.2.1l La deuxième 
identité s'obtient alors en différenciant la première et en utilisant que fij = 
du>i +u>i A u>i . 

Dans la suite, pour simplifier les notations, notons 

/en ... e q i \ 

' : : 

\ ^lr • ■ ■ Cqr J 

Dans le repère mobile standard, on a : 

v = tr (£7*Z a ) , 

dv = tr (Ed t ZZ(I q - t ZZ)- lt Z 2 +Ed t Z 2 ) , 

K = tr(Ed t Z{I p -Z~ t Z)- 1 d~Z t E~), 

M 2 = tr(Z 2 (I q - t ZZ)- lt Z 2 ). 

Les formes r, ipk et ip de la section précédente sont bien définies par les formules 
<|13.1.8[) . (|13.1.1U|) et (|13.3.4|) . Pour se rappeler dans la suite que ces formes sont 
obtenues en considérant le produit hermitien (., .)~ dans la fibre, nous préférons 
les noter f, ipk et ip. 

Proposition 13.2.2 Les formes et ip sont Gy -invariantes. 

Démonstration. Notons v(E,Z), dv(E,Z), K(E,Z) et x(E,Z) les fonctions v, 
dv, K et x dont on pointe la dépendance en les variables E et Z. D'après (|12.2.4ll 
et le Lemme 12.2.3, il est clair que, si g S Gy, 

v{E,gZ) = v{ t uE t j{g 1 Z)-\Z) 

et 

X (E,gZ) = \detj(g,Z)\- r x(E,Z). 
Puis il découle du Lemme 113.2.11 que 

dv(E,gZ) = dv{ t uE t j{g, Z)' 1 , Z) 
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et 

K(E,gZ) = K( t uE t j(g,Z)- 1 ,Z). 

Puisque \v\ est Gy -invariant, d'après la formule pour s' k donnée dans la section 
précédente et les identités ci-dessus, on obtient : 

s' k (E,gZ) = Wu&jfaZ)- 1 ,^ 

= \detu\ 2 "\detj(g,Z)r 2r S ' k (E,Z) 
= \detj(g,Z)\- 2r s' k (E,Z); 

et donc 

g*-îjj k = -0 fc 

pour tout g G Gy . Puisque par définition, tp est une combinaison linéaire de tp k , 
la Proposition 11 3 . 2 ."21 est démontrée. 



Rappelons maintenant que, d'après le Lemme ll2.2.6l 
B 
Â 



det{I r + Z 2 {I q ~ t ZZ)- lt Z 2 }. 



La matrice Z 2 {I q — *ZZ) U Z 2 est positive (au sens large), notons Ai, . . . , A r 
ses valeurs propres (réelles et positives). Remarquons que \v\ 2 — tr(Z 2 (I q — 
t Z'ZY xt Z 2 ) = Ai + . . . + A r . On en déduit que 

. r r r 

â = + a *) _i > - ^ 1 - e a < = 1 - M 2 > 

i— 1 i—1 i—1 

autrement dit 

5<M 2 , C = B-A. (13.2.1) 

De plus, la fonction (C/B)/\v\ 2 tend vers 1 lorsque v tend vers 0. 

D'après la Proposition 11 3 . 2 ."21 pour calculer les normes de ip k et ip on peut 
supposer que Z\ = 0. Il découle alors du Lemmc ri2.5.1l et de <|13.2.1[l que 



WM^icj v a 



g\ rq-l/2 / g\ r+2rq-l 



ce qui implique que 

11*11 -^j [j) ■ P3.2.2) 

où dans les deux dernières expressions, le signe -< signifie que l'on a une inégalité 
< à une constante positive près. 

Etant donné un nombre complexe s, soit h s (t) la fonction définie par 

/oo 
x~ s (x - r) qr - l dx (Re(s) > qr). 

On vérifie facilement que la fonction h s (t) vérifie : 
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1. h' a (t) = t- s (t-r) qr - 1 , et 

2. h s (r) =- r «r-s Eis=0m . 

On peut maintenant définir la forme différentielle uj s par 



h s (r) 

D'après l'expression de h' s , 



±rd (h s (r + \v\ 2 )ty . (13.2.3) 



^- {2(r + lîfrX^-^M A ï> + h s (r + |u| 2 )#} . 



s M 

Il est clair que les formes \v\ 2rq ~ 1 ipk A d\v\ (k < rq — 1) sont lisses (non sin- 
gulières) et d'après (|13.1.7fl . la forme |w| 2r,|?_1 ci|î;| A tp rq est, elle aussi, lisse. Par 
construction dtp est lisse aussi. On en déduit donc que la forme u> 8 est bien lisse 
(non singulière). De plus, il découle du Lemme ll2.2.6l et de (|13.2.2f) que 

^ x r+q+2rq+l-r- 1 Rc(s) 



IMH(-) . (13.2.4) 



D'après la Proposition 113. 2~2l la forme u> s est Gy-invariante. On peut mon- 
trer que la forme u> s , pour Re(s) >> 0, peut se voir comme la forme duale à 
Tv\Dv dans Ty\D. Nous allons préciser un peu ce résultat. 

Soit d'abord fi une fc-forme harmonique sur Cy := Ty\Dy. On note *o 
l'opérateur * de Hodge de la variété Cy relativement à sa métrique riemanni- 
enne. La forme 7r*(*o/i) est alors une (2(p — r)q — /c)-forme fermée sur T>. On va 
en fait construire la forme duale (dans un sens L 2 ) à la forme 7t*(*om)- 

Afin de décrire ce que cela signifie, soit <f> une forme lisse quelconque sur 
Tv\D de degré k. On suppose que 

/A\ N 

|MH f-J (13.2.5) 

pour un certain entier N. Remarquons que la condition i|13.2.5fl est vérifiée par 
tout forme bornée pour N = 0. D'après i|13.2.4|) et le Lemme ri2.3.3l l'intégrale 
J Tv ^ v (uj s A ir*(*Qfi)) A <j) est absolument convergente pour Re(s) >> 0, la con- 
stante ne dépendant que de N . 

Théorème 13.2.3 Soit <j> une forme fermée, lisse, de degré k sur Yy\D et 
vérifiant la condition 1^13.2.5)) . Alors, 

/ (w s Att*(*om)) A0= / (*oA*) A (Re(s) » 0). 
Jr v \v Jc v 

Démonstration. La variété Cy est une variété riemannienne complète. Soit xq 
un point fixe de Cy . Pout t > 0, soit B t la boule fermée de centre xq et de rayon 
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t. Soit dB t son bord et vo\(dB t ) son volume par rapport à la métrique induite. 
Il est clair que 



D'où il découle que 



vo\(dB t )dt = vol(CV) < oo. 



lim vol(dB t ) = 0. (13.2.6) 

t— >oo 



Étant donné deux réels strictement positifs t, e > et un réel l >> 0, soit 
N(t,e,l) le sous-ensemble de Ty\2? constitué des projetés des points Z = 



Z 



tels que 



1. (*)eft, 

2. \v(Z)\ > £ , 

3. la distance, <f(Z, Py) de Z h Vy est inférieure ou égale à Z. 

La condition Ijl3.2.5|l assure la convergence absolue de l'intégrale et donc que 

(uj s A 7r*(*oA i )) /\ 4> — lfm lim / (w s A 7T*(*oA«)) A </>.(13.2.7) 

£ -> 
l — > OO 



Il est clair que 



ou 



dN(t,s,l) =f E UJ(UJ a , 

.F e = {Ze JV(t,e,/) : |«(Z)| =£}, 
.F; = {ZeJV(t,e,/) : d(Z,T> v ) = 1}, 

T d = {ZeN(t,e,l) ■■ ( Z q) edB t }. 



Remarquons maintenant que 



Le Théorème de Stokes implique donc : 

f h 

N(t, s ,i) Jr, h s {r) 

h s (r+\v\ 2 ) ~ 



h (r + \v\ 2 ) ~ 

(ui s A 7r*(*oA i )) A <fi = I , . ' ip A 7T* (* ^) A <t> 



h s (r) 



ip A 7r*(*oM) A 4> 



h s (r+\vf) 7 a 



13.3. LE CAS HYPERBOLIQUE COMPLEXE 



179 



Notons I e et Iq les trois intégrales du membre de droite de l'égalité ci-dessus. 
D'après l|13.2.2f> . on peut supposer que 

/ B\ rq ~ 1 ^ 2 ( A\ a 
||ft s (r+|î;| 2 )^A7r*(*oM)A^|H 77 ' 



avec a » 0. Puis, d'après le Lemme 12.3.2, il existe une constante b > 

telle que vol^/) -< e bl vo\(B t ). Enfin, il découle de la Proposition 12.2.5 que 
A ^ e -2d(z,v v )_ Q n 0D ti en t donc que 

Il -< Y0\{B t )e {b - 2a)l . 
Puisque a » 0, il en découle que 

lim Ii = 0. (13.2.8) 

/ — >oo 

La démonstration de la Proposition 13.1.4 implique 

UmJ E = - / (* /i) A0. (13.2.9) 



Afin d'estimer \Ig\, nous commenpns par intégrer le long de la fibre. Soit r\ la 
forme volume de dB t . D 'après (12.3.8), \\t) A d v F \\ >- (4) C 

pour une certaine 

constante c. Puisque Re(s) >> 0, il découle de (|13.2.2(l et de la démonstration 
du Lemme 12.3.3 que 

\I d \ -< vo\(dB t ). (13.2.10) 
Finalement, il découle facilement de Ijl3.2.6|l - H13.2.1()|) c i uc 

/ (lû s A 7r*(*oA 1 )) A 4> = lim / (* //)A<£ = / (* o /-0 A 0. 



Nous notons : 

fi(s) =w s Att*(* oA1 ), (13.2.11) 

que l'on appellera forme "duale" associée à /1 dans My. 

Dans le cas de l'espace hyperbolique complexe nous aurons besoin de nous 
assurer que la forme îl(s) peut-être choisie d et d fermée. C'est l'objet de la 
section suivante. 



13.3 Précisions dans le cas hyperbolique com- 
plexe 

Dans la section précédente, on a construit un fibré vectoriel Ey au-dessus 
de My — Ty\T>. On a de plus équipé ce hbré de deux métriques hermiticnncs 
(.,.) et (.,.)~. 
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La classe de Chern du fibré Ey est un élément c 6 H 2r (My) dual au cycle 
Cy dans My (au sens de la première section). Etant donné un repère mobile 
holomorphe local e — (e±, . . . , e r ), soient 

H = (hij), hij = (ei,ej) 

et 

H = (hij), h i:j = (ei,ej)~. 

Chaque structure hermitienne détermine de manière unique une connexion de 
type (1, 0), dont les formes de connexion et de courbure sont, d'après la première 
section, données par : 

oj = H~ x dïL et fi = ~d(H.- x dH), 
Cj = H^dH et fi = diH^dH). 



Nous supposons dorénavant q — 1 (autrement dit que T> est l'espace hyper- 
bolique complexe de dimension p). Les formes de connexions et de courbures 

pour ces deux métriques évaluées au point ^ ® J sont donc : 



fi = (dd\ogB)I r et \ fi = (<9<91ogA)I r . 



Il est connu (cf. 01]) que les 2r- formes 



2tï 



detfi 



et 

^— ) detfi 

représentent toutes deux la classe de Chern c G H 2r (My). 

En suivant la méthode de Bott et Chern rappelée dans la première section, 
Tong et Wang construisent deux formes ip et ip sur My — Cy telles que 

1. on a : 

d^{^) r detfi 

et 

d^{^) detfi, 

2. et en cohomologie : 

m = c-[F\ 

et 

0[$ = c - [F]. 
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En suivant Tong et Wang, on remarque que si 



1 



1 - — I et C r 



-i(2^r 



alors 



7T* (* ju) A ip - a r Ti* (*om)A-^ = - ^- X)i =0 Ea=o * (~ 1 



*r+t+A+l 



r 

t + A 



7r*(* oA i) A 5 (4) (<9<91ogA)*- 1 (<9<91ogB) r '- 



UJ (13.3.1) 



est une forme non singulière. 

Pour pouvoir former la série thêta de cette forme nous voulons obtenir une 
forme 9- fermée cohomologue à cette dernière multipliée par un poids (-g) . 
Comme dans |92) on introduit la forme suivante : 



</>(s) 



tt*(*oM) A ij) 

(4) s 



7T*(* ^) A $ 



t+A _!_ r A 9 (|) (99 log A)*" 1 (99 log B) 



c 



r 

t + A 



(13.3.2) 



La forme 4>(s) est 9-fermée et sa 9-dérivée dans My — CV s'étend de manière 
lisse à My. On a : 



00(s) = A. | iilV (* oM ) A (Ô9 log A) 1 



(4)* 



s-A 



tt*(*om) a (aaio gJ B) r 



+(-i) r ESEl:r(-i) i+ \ , \ 

(é)* +t+x - 1 - 



(13.3.3) 



^tt* (*qm) A 99 (4) (99 log A)'- 1 (99 log Bf-*} 



s+t+A-1-7 

La démonstration de la Proposition 12.4.3 implique le lemme suivant. 

Lemme 13.3.1 La norme ||991ogA|| est constante et ||991ogi?|| est bornée 
par une constante. En particulier, on a : 

||S<K*)||, \\<Ks)\\*(i 

Proposition 13.3.2 Soit rj une k-forme fermée et bornée sur My . Alors pour 
Re(s) > 2r + ■§, la forme rj A d(f>(s) est intégrable sur My, et 



r\ A d<j){s) = k{s) I -q A 



M v 



Cv 



k(s) 



(-l) r r! 
s(s — 1) • • • (s — r) 
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Démonstration. On note toujours Tt l'image de Tt dans My. Sur My — Cy, 
r\ A d(j)(s) = d{n A 4>{s)}. La formule de Stokes implique donc : 



r\ A d<f>{s) = lim II 77 A <j>[s) — r\ A ç6(s) > . 

M V r -> [ -/^(fl) ^C) J 

i? -> +00 

Or sur Cy, (^) = 1 donc l'égalité l|13.3.2|) et la propriété 2 de ip et t/j 
impliquent : 



lim/ r/A^s) = -U + é^" 1 



A=l 

(-l) r r! 




s(s — 1) ■ ■ • (s — r) 



?? A *oA«. 

F 



Il reste donc à montrer que lim^_^ +00 J^/^^ ?7 A <fr(s) — 0. Mais pour Re(s) > 
2r + | + e (e > 0) d'après la Proposition 12.2.5 et le Lemme 13.3.1, en un point 



de J-(R) on a : 



\vA4>(s)\\ -< e- 2{p+e)R . 



On conclut alors grâce au Lemme Tl2. 5.41 
On définit donc : 

= (-iys(s-l)...(s-r) ^ 
r\ 

On peut montrer (cf. [52]) qu'à un cobord près dans la formule de C r d<j)(s) 
donnée par (|13.3.3J) . on peut remplacer la double somme par 

(-!) r E E (-l) t+A+1 ( t r +x ) ^——7r*MA(ddlogAY- r (ddlogBy^' 

i=l A=0 ^ r 

r-lr-l-f / v M Ns+t+A-r _ _ 

+(- 1 )''E E (-!) t+A t r +x +t + X- «'MHddlogAnddlogBy-*. 
t=i a=o ^ r 

On obtient ainsi une forme cohomologue àf(s) : 

(-1) A ( T x ^j 4^7r*(* oM ) A (c>âlogv4)'- A (a91ogB) A , (13 ' 3 - 5) 

qui reste d et d fermée. Dans la suite nous appellerons Q(s) la forme "duale" 
associée à \i dans My. 
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Concluons cette section en remarquant qu'il est également possible de con- 
struire une famille de formes duales d et d fermées dans le cas général des 
espaces symétriques associés au groupe SU(p, q). Esquissons cette construction. 
Revenons aux notations de la section précédente. Notons ipk, '/'>••• (resp. ip, 
ïp, . . .) les formes construites en suivant la première section et pour la métrique 
hermitienne (., .) (resp. (., .)~). Il est facile de vérifier que : 



^ = V> - E 



k=l 



I 1 " 



(13.3.6) 



En développant la formule 113.3.61) . on obtient 



1> 



E3-1 
fc=l 



(I) 



f) ^ 



(13.3.7) 



Ce qui nous conduit à définir la forme dépendant d'un paramètre s G C : 



(A/B)"+"r< 



s+q 
9-1 



C(£) 



j I V / s+g-j 



C(£) 



q — k 
l 



(-1) 



s-\-q—l — k 



â((§)^ 



(13.3.6 



Pour Re(s) > 0, la forme $(s) est lisse sur 2? et 9 et 9 fermée. Nous montrons 
finalement : 

Proposition 13.3.3 Soit n une (q(p — l),q(p— 1)) -forme d et d fermée sur 
Ty\D de norme bornée. Alors, pour Re(s) » 1, 



où k(s) = -±- q - Y%=i 
Démonstration. Soit 



$(s) An = k(s) I rj, 
r v \v Jt v \V\ 



(-i) J 



V»(S) = ; V 



9-1 

E 

fe=i 



q—k 

E 



q—k 
l 



E 

j=i 



(-i) 



iv -w g ) 



J / S +q -J 



(A/B) 



s-\-q—l — k 



s + q — l — k 



D'après 1)13. 3. 7[) on a 9^/>(s) = $(s) sur I?\'Dy. Soit T(r) le voisinage tubulaire 
de rayon r de T>y dans P. On a : 



$(s) A J) = lim 
v v \v r — > +oo 

e -> 



-0(s) An- V( s ) A r? 

OT(r) ./dT(e) 
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Mais ||V>(s) Arçll -< {A/B) Rc ^ et, d' après la Proposition 12.2.5, pour Re(s) >> 
1, 

lim / tjj(s) A rj = 0. 



Enfin, d'après la démonstration de la Proposition 1 1 3 . 3 ."21 
lim / ip( s ) A rj = —k(s) / rj 



9T(e) ^r v \D 



Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 113. 3."3l 

On pourrait là encore former une série de Poincaré et obtenir une famille 
de formes duales fi(s) d et d fermées même dans le cas de l'espace symétrique 
associé au groupe SU(p, q). 

13.4 Tours de revêtements finis 

Nous conservons les notations des sections précédentes. Nous supposons de 
plus la variété M compacte. D'après la Proposition 12.5.6 et le Lemme 13.3.1, 
pour Re(s) >> 1 la série 

= J2 ^oo ( 13A1 ) 

ier v \r m 

converge uniformément sur tout compact de V et définit une (2pq — fc)-forme 
fermée sur M m . Le statut de "forme duale" de f2(s) implique que pour toute 
fc-forme fermée rj sur M m on a : 

a v — / ^( s ) a v — / a v- 

M m JM v Jc v 

On obtient donc le théorème suivant. 

Théorème 13.4.1 Soit c un cycle de dimension k dans Cy. Soit \x la k-forme 
harmonique sur Cv dont l'étoile de Hodge est duale à c. Alors pour Re(s) » 1, 
les formes sur M m forment une famille de formes fermées duales au cycle 
c dans M m . 

Soit A = Sd + dô, où S est l'adjoint de d, l'opérateur laplacien que l'on 
étend en un opérateur, toujours noté A, agissant sur l'espace L 2 Çl 2pq ~ k (V) des 
(2pq— fc)-formes de carré intégrable sur V de façon essentiellement auto-adjointe. 
Alors le Théorème spectral s'applique et il existe une famille spectrale {P\ : 
A 6 [0, +oo[} associée à A. 

Notons P\(x,y) le noyau de Schwartz de P\. On a A = / + °° XdP\. À toute 
fonction / € Cq([0, +oo[), on associe l'opérateur 

I-+0O 

/(A) = / f(X)dP\. 
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Le laplacien est un opérateur elliptique. Soit ui G L 2 Çl 2n P (D). On a : 

A(/(A)«) = F(A)u 

où F est la fonction qui à x associe xf(x). D'après le Théorème de régularité sur 
les opérateurs elliptiques, la forme /(A)w est lisse. De plus, pour tout x G T>, il 
existe une constante C(x,f,T>) telle que : 

\f(A)u\(x) <C(xJ,V)\\u\\ LHv) . 

En particulier, l'application 

f L 2 Q. 2pq - k (D) -> L 2 Q^-fc(î)) 
\ w ^ /(A)w(a:) 

est continue. D'après le Théorème de Riesz, il existe donc /(A) (a;, .) G L 2 Q 2 P q - k {V) 
tel que 

/(A)w(a)= / f(A)(x,y)u(y)dy. 
Jv 

De plus, pour tout compact K deV, J KxT) | |/(A)(x, y)\ \ 2 dxdy < J K C(x, /, T>) 2 dx. 
Donc/(A)(.,.)G£L(^x^)-Or 

(A je + A v )/(A)(a;,tf) = 2F(A)(a!,tf) 

et l'opérateur A^ + A y est elliptique. Le Théorème de régularité elliptique im- 
plique donc que f(A)(x, y) est une fonction C°° en x et y. 

Sur les variétés M m et My, nous notons le laplacien respectivement A m et 
Aoo ; de même nous notons respectivement P™ et P%° les familles spectrales 
associées. Si l'on désigne, de manière cohérente avec les notations précédentes, 
le noyau de la chaleur sur les (2pq — /c)-formes de V par e~ tA (x, y), il est connu 
que pour tout T > 0, il existe une constante a > et une constante Ct 
(dépendante de T) telles que : 

\e~ tA (x,y)\ < C T e- ad{x > y)2/ \ (13.4.2) 

pour tout t G]0,T]. 

Lemme 13.4.2 Pour t > /sxe, Za série 

converge uniformément pour x <E T> et y dans un compact vers une fonction 
bornée. 

Démonstration. Soit K un compact de T> et soit t un réel strictement positif. 
D'après le Lemme 12.5.4, il existe une constante ci(K) telle que 

rR+i 

u(x,y,R) :=|{7GT : d(x, yy) < R}\ < Cl (K) / (1 + u 2pq )e 2 ^ +q ^^ u du 

Jq 
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pour tout x G V et y G K. 

Soient C = Ct et (3 — a/t. Alors, d'après l'inégalité (|13.4.2(l . pour x G T> et 
y G K , on a : 



/3d(x,~/y) 



E K tA (*,7y)l < ^ E 
7 g r 7 g r 

d(x,jy) < R d(x,<yy) < R 

< cU\-^du(x,y,r)j 

< C ([e-f"*u(x, y, r)]f + 2/3 jf* re^i/fo y, r)dr^j 

( 2 Z"^ 1 

< Cc 2 (X) ( e"^ y (1 + u^e^P+^^du 

+2/3 y re-^J {l + u 2pq )e 2{ - p+q -^ u dudr\ . 

Le Lemme découle de ces inégalités en faisant tendre R vers l'infini et du fait 
que la variété M est compacte. 

On obtient alors que pour tout t > 0, 

e~ tA ~(x,y)= E (j v ye~ tA (x,y) 

e- tA ~(x,2,)= E(7,re- tA (x,y). 

76IV 

Et la convergence est absolue et uniforme pour x, y dans un compact. En par- 
ticulier, le noyau de la chaleur e~ tAm (x,y) est T m -invariant. De plus, puisque 
d'après le Lemme Tl 2. 5 .31 n m r m = IV et T m+ i C T m , on en déduit que si t > 
est fixé, 

e- tA -(x,y)= lim e~ tA ™(x,y) 

m — *+oo 

uniformément pour x et y dans un compact de T>. 

Le lemme suivant est une conséquence du Théorème d'approximation de 
Weierstrass. 

Lemme 13.4.3 (cf. [33j) Soit / G C ([0, +oo[). Alors f peut-être uniformément 
approchée sur [0, +oo[ par une combinaison linéaire finie d'exponentielles e~ tx , 
t>0. 

Démonstration. On se restreint d'abord à l'intervalle ]0, +oo[ et on effectue le 
changement de variable y = e~ x . Soit g{y) — f{x). Alors g G Co(]0, 1[). 
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Soit e > 0, le Théorème d'approximation de Weierstrass donne un polynôme 
proche de g : 

n 

\g(y)-Y,a jy j\<e/2. 
j=o 

Puisque g(0) — 0, on a |a | < e/2. Ainsi \g(y) — Y^=i a jU''\ < £ - Le changement 
de variable inverse de y à x implique que |/(a;) — 53j=i a j e ~^ x \ < e - 

Comme Donnelly dans |34) . montrons que ce lemme implique que : 

/(A 00 )(a:,»)= lim f(A m )(x,y), 

m — >+oo 

pour tout / G Co([0, +oo[) et uniformément pour x, y dans un compact. 

Soit / G C ([0, +oo[). Soit e > 0. Posons 5(2;) = /(a;)e x pour x G [0, +00 [. 
Bien sûr g e Co([0, +oo[). D'après le Lemme 113.4.31 il existe une suite gi{x) 
de polynômes en e~ x qui approche uniformément g{x). Alors pour x, y G T> et 
m G N, on a : 

|/(A 00 )(a; 1 y) - f(A rn )(x, y)\ < A, + A 2 + A 3 

où 

Ai = l/CAoo)^^) - ( 5i (Aoo)e- A -)(a:,y)|, 
A 2 = |( ffi (Aoo)e- A -)(x,y) - ( ffi (A m ) e - A ™)(x, y)| 

et 

A 3 = \( gi (A m )e- A -)(x,y) - /(A m )(a;, y)|. 

Le Théorème spectral pour Aqo implique que gi (A M ) converge fortement vers 
^(Aoo) (i.e. y;(A 00 )a' — > ^(Aoo)^ pour tout G L 2 VL 2vq ~ k (My)). Les noyaux de 
Schwartz 3i(A 00 )e _A °° (x, y) convergent donc dans Lf oc vers <7(A 00 )e _Ao ° (x, y) = 
/(Aoo)(x, y). Et le Théorème de régularité elliptique implique que l'on peut 
choisir l suffisamment grand pour que A\ < e/3. 

Notons maintenant {//""ji^o une base orthonormée de L 2 ÇÏ 2pq ~ k (M m ) con- 
stituée de formes propres pour A m et {A™}i>o la suite des valeurs propres 
(comptées avec multiplicitée) associées. Alors : 

fc(Am)=X)w)/r(«)®/r , (î/)» 

i 

pour toute fonction continue h à support compact dans R+. Donc : 

A 3 < (sup \g{X)-gi{X)\)xJ2^ XT \fr{mfr(v)\ 

AeR+ ^ 

< (sup \g(X) - 9l (X)\) x y/tr(e-*>»(x,x))yftr(e-*-(y,y)) 

(d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz) 

< /fo(Bupb(A)-si(A)|) 

A 
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où Kq est une constante indépendante de m que l'on obtient grâce à l'estimée 
l|13.4.2f> comme dans la preuve du Lemme 113.4.21 (on renvoie à [22| pour plus 
de détails). Ainsi, on peut choisir l suffisamment grand de manière à ce que 
^3 < s/3 pour tout m. 

Fixons maintenant l de manière à ce que Ai + A3 < e/3. D'après le Lemme 
112.5.31 et le Lemme 11 3. 4 .21 on a A2 < e/3 pour m suffisamment grand. 

En conclusion, comme Donnelly dans |34| . on a montré que : 

f(A OQ )(x,y)= lim f(A m )(x,y), 

m — >+oo 

pour tout / G Co([0, +00 [) et uniformément pour x, y dans un compact. 

Lemme 13.4.4 Pour tout f G Co([0, +oo[), la suite f(A m )(x,y) converge vers 
/(A DO )(a;, y) uniformément pour x et y dans un compact. Et l'expression 

|/(A m )(x,y)) - f(A 00 )(x,y)\ 

est uniformément bornée (indépendamment de m) pour x G T> et y dans un 
compact. 

Démonstration. En effet, pour tout x, y G T> et t > 0, on a : 

\e- tA -(x,y)-e- tA -(x,y)\< £ \e~ tA {x, 7 y)\. 

76r m -rv 

Puisque n m r m = Ty, le Lemme H3.4.4I pour la fonction /(.) = e - *' découle 
du Lemme Tl 3. 4. 21 On conclut la preuve (comme ci-dessus ou dans |2U) à l'aide 
du Lemme Tl 3. 4 .31 

Remarquons que, puisque e~* Am (., .) est F m -bi-invariant, il en est de même 
pour /(A m )(., .). 

Proposition 13.4.5 Soient f G Cb([0, +oo[) et s G C, Re(s) >> 1. Alors, la 
suite /(A m )w™ converge vers f (A oc )Q(s) uniformément sur les compacts. 
Démonstration. Soit s G C, Rc(s) >> 1. Si T m est un domaine fondamental 
pour l'action de T m sur T>, on a : 

/(A m K%) = f co?(x)A*f(A m )(x,.)dx 

Y, J*tl(s)(x)\ A*f(A m )(x,.)dx 
7er v \r m / 

f 7*n(s)(x)A*f(A m )(x,.)dx 

J2 I n{s){x)A*f{A m ){x,.)dx 
7er v \r m 

(car /(A m )(., .) est r m -bi-invariant) 
= f n(s)(x)A*f(A m )(x,.)dx. 

J M v 
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On obtient donc sur T> : 

/(A m K m (-)-/(AcoM S )(.) = / n(s)(x)A*f(A m )(x,.)dx 

Jm v 

-[ n(«)(a0A*/(A oo )(a;,.)da: 
Jm v 

= f n(s)(x) A *(/(Am)(x,.)- /(Aoo)(ar, 

De plus d'après le Lemme ri3.4.4l l'expression 

\f(A m )(x,y)^f(A 00 )(x,y)\ 

est uniformément bornée (indépendamment de m) pour x G My et y dans 
un compact. Puisque la forme Q(s) est dans L , le Théorème de convergence 
dominée et le Lemme 113.4.41 impliquent que pour tout réel e > et pour tout 
compact K, il existe un entier rno tel que pour tout m > mg, les applications 
/(A m )w™ et /(A 0O )0(s) sont e-proches sur if. Ce qui achève la démonstration 
de la Proposition 1 1 3 . 4 ."51 



Chapitre 14 

Cohomologie L 2 réduite 



Nous conservons dans ce chapitre les notations des chapitres précédents. 
Soient donc toujours G = SU(p,q) (p> q),T> l'espace symétrique associé, Vy 
le sous-espace totalement géodésique de V associé à un sous-espace vectoriel 
de dimension (complexe) r de C p+q , Gy le sous-groupe de G préservant Vy 
et Ty un sous-groupe discret sans torsion et cocompact dans Gy. Nous notons 
Cy = T V \V V et M v = T V \V. Dans la suite, nous notons H*(M V ), H$(M V ) et 
H k (My) désignent respectivement le groupe de cohomologie à support compact 
de degré k de My, le groupe de cohomologie L 2 réduite de degré k de My 
et l'espace des £;-formes harmoniques L 2 de My. Le but de ce chapitre est la 
démonstration du théorème suivant. 

Théorème 14.0.6 Pour tout entier, k < p + qr — r, on a les isomorphismes 
naturels suivants : 

H k-2 qr{Cv) ^ H k {Mv) % Hl(My) = n k 2 (My). 

Si de plus, q = 1, l'espace H^iMy) = Ti^My) est de dimension infini et 
l'application naturelle (H p ~ r (Cy) =)H p (My) — > H^[My) est injective. 

La démonstration pour q — 1 annoncée dans |ll)j reposait sur une proposition 
de Donnclly et Fefïerman. La démonstration de cette dernière telle qu'esquissée 
dans est fausse comme nous l'ont signalés Gilles Carron et Nader Yeganefar 
à qui nous devont également la référence |76| qui nous permet dans ce chapitre 
de démontrer complètement le Théorème lM.O.fl Remarquons néanmoins que le 
résultat principal de |76| repose encore sur un énoncé (complètement démontré 
cette fois) tiré de |35) . Remarquons enfin que le cas q = 1 peut maintenant être 
déduit d'un résultat de Yeganefar |99|. 

Commençons par des rappels sur la cohomologie L 2 . 

14.1 Rappels sur la cohomologie L 2 

Soit M une variété complexe hermitienne complète. Nous notons (A fc T* M) 
(resp. L 2 (A k T*M), etc..) l'ensemble des fc-formes lisses à support compact 
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(resp. de carré intégrable, etc..) dans M. De même nous notons C£°(A a ' b T*M) 
(resp. L 2 (A a > b T* M), etc...) l'ensemble des formes lisse de bidegré (a, b) a support 
compact (resp. de carré intégrable, etc..) dans M. 

Commençons par oublier la structure complexe de M et par ne voir M que 
comme une variété riemannienne complète. Le fc-ième espace de cohomologie L 2 
(réduite) de M est défini par 

H%(M) = {a G L 2 (A k T* M) : da = 0} / dC^ (A^T* M) L . 

Un autre espace très proche souvent considéré est l'espace de cohomologie L 2 
non réduite, qui, en degré k, est le quotient de {a G L 2 {A k T*M) : da = 0} par 
{da : a G L 2 (A k ~ 1 T* M), da G L 2 }, sans prendre d'adhérence. En général, 
cohomologies L 2 réduite et non réduite sont différentes. 11 y a néanmoins égalité 
en degré k lorsque n'est pas dans le spectre essentiel du laplacien A sur les 
formes différentielles de degré k. Dans la suite, "cohomologie L 2 " voudra dire 
"cohomologie L 2 réduite" . 

Il y a une interprétation de la cohomologie L 2 en termes de formes har- 
moniques. En effet, notons H.2 l'espace des fc-formes harmoniques L 2 de M : 

H\(M) = {a G L 2 (A k T*M) : da = Sa = 0} 

où ô est l'opérateur déhni initialement sur les formes lisses à support compact 
comme l'adjoint de d. Comme M est complète, H^M) est aussi le noyau L 2 
du laplacien A = dS + Sd. Un fait important est la décomposition de Hodge-de 
Rham-Kodaira 01] : 

L 2 (A k T* M) = U\{M) © dC^> (A k ~ 1 T* M) © ÔC^°(A k+1 T*M), 

et de plus, 

{a G L 2 (A k T* M) : da = 0} = H k (M) © dC§°(A k ~ 1 T*M). 
On en déduit que 

H k (M)=H k {M). 

Les résultats précédents admettent bien entendu des analogues complexes. 
Rappelons qu'une variété complexe hermitienne est dite complète si la variété 
riemannienne sous-jacente est complète. En remplaçant le complexe de de Rham 
{K* , d) défini par 

K k = {a G L 2 (A k T* M) : da G L 2 } 
par le complexe de Dolbeault (A* , d) défini par A* = ®A a ' b où 

A a - b = {a G L 2 (A a,b T*M) : da G L 2 } } 
on définit les groupes de cohomologie L 2 de bidegré (a, b). Autrement dit, 



H%' b (M) = {a G L 2 (A a ' b T* AI) : da = 0} / '<9C£°(A«> b - 1 T* M) 
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Il y a là encore une interprétation de la cohomologie L 2 en termes de formes 
harmoniques. Mais cette fois on utilise le laplacien complexe □. Notons 
l'espace des formes harmoniques L 2 de bidegré (a, b) de M : 

K' b {M) = {ae L 2 (A a ' b T* M) : da = d* a = 0}, 

où d est l'opérateur défini intitialement sur les formes lisses à support compact 
comme l'adjoint de d. Comme M est complète, H2 est aussi le noyau L 2 du 
laplacien complexe □ = dd + d d. Là encore : 

L 2 (A a ' b T*M) = H% b {M) © dC^{k a > b - l T*M) © d* Cg°(A a > b+1 T*M), 
et de plus, 

{a G L 2 (A a ' b T* M) : da = 0} = H a 2 b {M) © dC^ {A^^T* M) . 
On en déduit que 

H^ b (M) = H% h {M). 

Rappelons 01] que lorsque M est une variété kaehlérienne, le laplacien de 
Hodge-de Rham A est égal à deux fois le laplacien complexe □. On déduit donc 
des rappels ci-dessus la proposition suivante. 

Proposition 14.1.1 Soit M une variété kaehlérienne. 

1. Sans autre hypothèse, on a pour tout k une décomposition orthogonale 

^2( M )= U% b {M), Hl' h {M)=nY{M). 

a+b—k 

2. Si de plus M est complète, il y a des isomorphismes canoniques 

H%(M)= H%' b (M), H£ b (M) = H b ' a (M). 

a-\-b—k 



14.2 Théorie de Hodge des variétés kaehlériennes 
faiblement pseudoconvexes 

Les variétés kaehlériennes complètes que nous considérerons seront faible- 
ment pseudoconvexes. Rappelons qu'une variété complexe X est dite faiblement 

pseudoconvexe s'il existe une fonction d'exhaustion psh ip de classe C°° sur X 
1 



1 Rappelons qu'une fonction ip est dite psh (pluri-sous-harmonique) si sa forme de Levi est 
semi-positive et est dite exhaustive si ip(z) tend vers +00 quand z tend vers l'infini suivant le 
filtre des complémentaires de parties compactes de X. 
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En particulier la fonction ip(Z) — log ^(Z) (Z € T>) qui descend sur My fait 
de My une variété kachléricnnc faiblement convexe. Le Corollaire 1 1 2 . 4 . 41 montre 
de plus que cette dernière variété a un certain nombre de directions strictement 
pseudoconvexes. 

Nous allons dans cette section décrire un théorème de décomposition de 
Hodge pour des variétés kaehlériennes faiblement pseudoconvexes ayant juste- 
ment "suffisamment de directions strictement pseudoconvexes". Suivant 0, une 
variété complexe X sera dite absolument l- convexe si X possède une fonction 
d'exhaustion psh ip qui est fortement ^-convexe sur le complémentaire X \ K 
d'une partie compacte, Le. telle que la forme de Levi de tp a au moins n — l + 1 
valeurs propres positives en tout point de X \ K, où n = dirn^ X . 

Remarquons immédiatement que d'après le Corollaire 11 2. 4. 41 la variété My 
est en fait absolument ((p — r)(q — 1) + l)-convexe. 

Mous pouvons maintenant énoncer le théorème de décomposition de Hodge 
pour les variétés absolument ^-convexe. Ce résultat est dû à Ohsawa ; dans 
Demailly en donne une démonstration simplifiée. 

Théorème 14.2.1 Soit X une variété kaehlérienne et n = dime^". On sup- 
pose que X est absolument l-convexe. Alors, en des degrés convenables, il y a 
décomposition et symétrie de Hodge : 

H k {X)= H a > b {X), H a - b {X) = H b ' a (X), k>n + l, 

a+b=k 



HrAX) = H^ b (X), H^ b (X) = H b > a (X), k<n-l, 

a+b—k 

tous ces groupes étant de dimension finie. (H^(X) et H®' b (X) désignent ici les 
groupes de cohomologie à support compact). De plus, on a un isomorphisme de 
Lefschetz (induit par la multiplication par une puissance convenable de la forme 
de Kaehler) 

H^ b (X) H n - b > n - a (X), a + b<n-l. 

Grâce au Théorème ll4.2.ll (et à la Proposition 114. QJ| la démonstration du 
Théorème IT4HÏÏ1 se réduit à l'étude des groupes H^ b {M v ) et H% b (M v ). C'est 
ce que permet un théorème d' Ohsawa et Takegoshi que nous décrivons dans la 
section suivante. Cette référence nous a été fourni par Nader Yeganefar, nous 
l'en remercions. 



14.3 Un théorème d'Ohsawa et Takegoshi 

Dans jTBJ Theorem 4.1], Ohsawa et Takegoshi démontrent le théorème suiv- 
ant. 
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195 



Théorème 14.3.1 Soit X une variété kaehlérienne complète, n — dimc X et 
l un entier naturel. Supposons qu'il existe une fonction d'exhaustion C°° ip : 
X — > R vérifiant les conditions suivantes. 

1. Soient "fi > ■ ■ ■ > "f n les valeurs propres de la forme de Levi de ip. Alors, 

lira sup 71 = 1 and lim inf j n -i+i = 1< 
x\X c x\x a 

2. La limite lorsque c tend vers l'infini, de l'infimum de la plus petite valeur 
propre de ddtp — 8dipdip sur X \ X c est supérieure ou égale à — — ^ . 

Dans les condition ci-dessus X c = {i£l : ip(x) < c}. 
Alors, dim H2 ' b (X) < 00 et 

H a ' b {X)=H^ b (X), pour a + b>n + l. 

Remarquons que beaucoup de constantes dans l'énoncé ci-dessus sont ar- 
bitraires. Quitte à remplacer la fonction ip par x i— ► X tp(Xx), on peut par 
exemple changer le 8 de la condition 2 par n'importe constante positive. La 
condition 2 sera donc (en particulier) garantie dès que les valeurs propres de la 
forme de Levi de ip seront toutes positives ou nulles (autrement dit tjj psh) et 
que la norme de dtp sera uniformément majorée. 

L'hypothèse importante dans l'énoncé du Théorème H-O.lI cst bien évidemment 
la condition 1. A l'aide de celle-ci, la démonstration du Théorèmc ll4.3. Il repose 
de manière essentielle sur une proposition de Donnclly et Fefferman que nous 
décrivons maintenant. 

Soit M une variété complexe hermitienne complète de dimension complexe 
n. Notons J : T*M ®C — > T*M(&C la structure presque complexe de M. Comme 
d'habitude l'action de J s'étend en une action sur les formes différentielles sur 
M et Jcj) = i a ~ b 4>, pour de type (a, b). 

Supposons que F soit une fonction réelle de classe C 2 sur M. Comme dans 
les autres chapitres nous notons dF et V 2 F respectivement la différentielle 
extérieure de F et le hessien de F. Le hessien définit une transformation linéaire 
symétrique V 2 F : T*M -> T*M. 

Soit S : T* M — > T*M une transformation linéaire symétrique de valeurs 
propres réelles 71, . . .,7„. On dit que S est compatible avec J si, pour chaque 
vecteur propre Vi, de valeur propre ji, de S, il existe un indice i* tel que Vi* = Jv.i 
soit aussi un vecteur propre, de valeur propre associée ji* . Soient fj,x,...,fx n les 
nombres obtenus en moyennant 7, et 7.;» pour i = l,...,2ra. Autrement dit, 
Mi = (71 + 7l*)/2j et si v\* 7^ «2, alors 1x2 — (72 + 72*)/2> et ainsi de suite... 

Si (p est une forme différentielle sur M, nous notons \4>\ la norme ponctuelle 
de 4> et 110111,2 = J M |0| 2 la norme L 2 globale. 

Proposition 14.3.2 Soit <f> une forme différentielle dans C§° (A a ' b T* X) . Soit 
F une fonction rélle C 2 sur le support de (f> et telle que la transformation 
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linéaire VF soit symétrique et compatible avec J avec pour valeurs propres 
réelles 71, . . . ,72™- Si \dF\ < 1, alors : 



où fit, fi2, ■ ■ ■ , /-*« son t l es nombres obtenus en moyennant 7$ et ji*, pour i = 



Remarquons que Donnelly et Fefferman énoncent une version à bord de 
cette proposition pour une forme différentielle <f> générale de degré k (et non de 
bidegré (a, b)). Nous ne savons pas si cette généralisation est vraie, si c'était le 
cas un argument classique de suite exacte à la Cheeger permettrait de donner une 
démonstration directe du Théorèmc l 1 4 . . 61 Néanmoins comme nous l'ont signalé 
Gilles Carron et Nader Yeganefar la démonstration suggérée par Donnelly et 
Fefferman utilise que la composante de type (a, b) d'une forme différentielle de 
degré k = a + b vérifiant la condition absolue au bord vérifie elle aussi cette 
condition, ce qui est faux en général. 

La vertu essentielle de la Proposition 114.3.21 est de contrôler le spectre es- 
sentiel de My. 

Soit ip la fonction rélle sur T> définie par 



(nous pourrions également considérer ij){Z) = d[Z, XV) si min{r, q} = 1). 
D'après le Lemme 12.4.2 et le Corollaire 112.4. 4| le hessien S7 2 ip de vjj est com- 
patible avec J et les valeurs propres moyennées /ii(Z), . . . , fi n (Z) vérifient qu'il 
existe une constante Cq > telle que pour tout Z tel que tp(Z) > cq, 



pour a + b<p + qr~r. 

Remarquons que la fonction -0 est Gy-invariante et descend donc en une 
fonction sur M v = T V \V. Dans la suite, X = M v et X c = {Z 6 X : ip(Z) < c} 
pour tout réel c > 0. 

Lemme 14.3.3 Pour tout bidegré (a, b) tel que a + b<p + qr — r, le spectre 
essentiel du laplacien sur les formes de bidegré (a, b) est isolé de 0. 

Démonstration. Il est bien connu que le spectre essentiel du laplacien ne dépend 
que de la géométrie à l'infini. Or, la Proposition 114.3.21 et l'inégalité (|14.3.1fl 
impliquent que si lj est une forme différentielle de bidegré (a, b), a+b < p+qr—r, 
h support dans X co alors : 




1 





(14.3.1) 
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Le spectre du laplacien à l'infini (et donc le spectre essentiel) est donc isolé de 
0. Le Lemme 114.3.31 est démontré. 

Le Lemme Tl4. 3.31 est l'étape essentielle dans la démonstration du Théorème 
114.3.11 II est naturel de se demander si dans l'énoncé du Théorème ll4.0.6l ou du 
Lemme fl4.3.3l le nombre p+qr—r est optimal. En général on ne sait pas répondre 
à cette question. Peut-être la formule de Plancherel pour les espaces symétriques 
pseudoriemannien G/ H peut-elle apporter une réponse. Remarquons néanmoins 
le lemme suivant. 

Lemme 14.3.4 Si q = 1, le spectre essentiel du laplacien sur les formes de 
bidegré (a, b) avec a + b = p est encore isolé de 0. 

Démonstration. C'est évident puisque, le laplacien complexe commutant aux 
opérateurs d et d , son spectre sur les formes de bidegré (a, b) est contenu dans 
la réunion du spectre du laplacien sur les formes de bidegré (a, b — 1), du spectre 
du laplacien sur les formes de bidegré (a, b+ 1) et (éventuellement) de la valeur 
propre 0. Mais par dualité de Hodge le spectre du laplacien sur les formes de 
bidegré (a, b + 1) coïncide avec le spectre du laplacien sur les formes de bidegré 
(b, a — 1). Le Lemme l*L4.3.4l découle donc du Lemme Tl 4 .3. 31 

14.4 Démonstration du Théorème 114.0.61 

Commençons par appliquer le Théorèmc ll4.3.ïl à la variété My en utilisant la 
fonction d'exhaustion ip(Z) = log %(Z). D'après le Corollaire ll2.4.4l la condition 
1 du Théorème 114.3. il est vérifiée pour / = (p — r)(q — 1) + 1, par ailleurs les 
valeurs propres de la forme de Levi de tp sont toutes positives (ou nulles) et la 
norme de la différentielle de ip est uniformément bornée, d'après la remarque 
suivant le Théorème 114.3. Î1 celui-ci s'applique à My. On en déduit que pour 
tout bidegré (a, b) tel que a + b > pq + (p — r)(q — 1) + 1, le groupe H2' b (My) 
est de dimension finie et 

H^ b {M v ) Si H a - b {M v ). 
On déduit alors du Théorème 1 1 4 . 2 . 1 1 et de la Proposition 114. 1 .Tl que 

H^(M V ) =H k (M v ) 

pour tout k > pq+(p— f)(q— 1) + 1. Puis par dualité, il découle que l'application 
naturelle 

H k c {M v ) -> H*(M V ) 

est un isomorphisme pour tout entier k < p + qr — r — 1 . 

On sait par ailleurs que HÎ^My) est (en tout degré k) isomorphe à Ti^My) 
et puisque My est homéomorphe au produit Cy x R ïr , la formule de Kùnneth 
implique que 

H k - 2 « r (C v ) S Hç(My), 
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pour tout degré k. La première partie du Théor cmc 1 1 4 . U . 51 est donc démontrée. 

Supposons maintenant que q = 1. On a toujours l'isomorphisme H%(Mv) — 
Hf(My). Le groupe TL^iMv) {p est ici la dimension réelle moitié de My) 
ne dépend que de la structure conforme de My. Il est donc facile de vérifier 
que l'espace Ti^iMy) est de dimension infinie et que l'application naturelle 
HP(My) -> H%(M V ) est injective. 



Chapitre 15 



Démonstrations des 
Théorèmes 4, 5 et 8 

Comme l'indique le titre, le but de ce chapitre est la démonstration des 
Théorèmes 4, 5 et 8. Néanmoins nous ne parlerons pas de l'espace hyperbolique 
réel i.e. du cas où G est un groupe algébrique du type SO(n, 1). Dans ce 
cas le Théorème 4 est en effet plus facile à démontrer et est de toute façon 
complètement traité dans [5]. 

15.1 Démonstration du Théorème 4 

Nous conservons les notations des chapitres précédents. Le but de cette sec- 
tion est la démonstration du théorème suivant qui à l'aide du Lemme 12.5.3 
implique immédiatement le Théorème 4. 

Théorème 15.1.1 Soit M — T\T> une variété compacte localement symétrique 
modelée sur l'espace symétrique T> associé au groupe semi-simple G = SU(p, q). 
Supposons que l'espace T> contienne un sous-espace T>y tel que la variété Cy — 
Ty\Dy , avec Y y — T n Gy , soit compacte. Soit k un entier > 2pq — p — qr + r, 
ou égal àp si q—\. Supposons l'hypothèse suivante vérifiée : 

(H) M admet une tour d'effeuillage autour de Cy dont la première valeur 
propre non nulle du laplacien sur les (2pq — k) -formes fermées est uni- 
formément minorée. 

Alors, il existe un revêtement fini M de M tel que 

1. l'immersion de Cy dans M se relève en un plongement de Cy dans M , 

2. l'application induite : 

H k (C v )^H k {M) 

est injective. 
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De plus pour tout entier N et tout cycle c dans Hk(Cv), il existe un revêtement 
fini M/v de M contenant N préimages de i(c) linéairement indépendantes dans 
H k (M N ). 

Notons {M m } la tour d'effeuillage fournie par l'hypothèse (H). 

Remarquons immédiatement que le point 1. du Théorème l 1 5 . 1 . il se démontre 
de la même manière que le Théorème 1 de jH] ■ 

Fixons maintenant un cycle c non nul dans H^iCy). Soit [i la forme har- 
monique sur Cy telle que *o£t soit duale à c dans Cy. Dans la suite nous conser- 
vons les notations des chapitres précédents. 

Fait 1. Soit s G C, Re(s) >> 1. Alors, la suite P™uj™ converge uniformément 
sur tout compact de V vers P§°fl(s). 

En effet, soit A un réel strictement positif tel que la première valeur propre 
non nulle du laplacien sur les (2pq — fc)-formes fermées de M m (resp. Mqo) soit 
strictement supérieure à A (un tel A existe d'après l'hypothèse (H)). On introduit 
la fonction h\ <G Cq([0,+oo[) qui vaut 1 sur l'intervalle [0, |], sur l'intervalle 
[A, +oo[ et qui décroit linéairement sur [-|, A]. Puisque : 

1. la seule valeur propre du laplacien sur les (2pq — fc)-formes fermées de M m 
(resp. Mao) est strictement inférieure à A est 0, 

2. l'espace des formes fermées est fermé, et 

3. les formes et f2(s) sont fermées, 
on a : 

h(A m )aj™ = P™cu™ et /i(A 00 )fi(s) = P °°Q(s). 

Or, d'après la Proposition 13.5.5 et pour s G C, Re(s) >> 1, la suite 
h\Lj™ converge vers h\Çl(s) uniformément sur les compacts. Ce qui conclut 
la démonstration du Fait 1. 

Fait 2. Soit s G C, Re(s) >> 1. Alors, la forme harmonique P£°f!,(s) est non 
nulle (et ne dépend pas de s). 

En effet, la forme Q(s) représente une classe de cohomologie dans H% pq (My) 
(avec les notations du chapitre précédent). Plus précisément, d'après le Théorème 
13.2.3, cette classe est indépendante de s et correspond, via la dualité de Poincaré 
H^i- k (M v ) H k (V) = H k (Cy), au cycle c dans Cy. Elle est donc non nulle. 
D'après le Théorème 114.0.61 et puisque k > 2pq — p — qr + r, on a les iso- 
morphismes naturels H^ k (M v ) = Hl Pq ~ k {M v ) = Hl Pq ~ k (M v ), le projeté 
harmonique L 2 , P£°n(s), dans H 2pq ~ k est donc non nul (et ne dépend pas de 
s). Remarquons que lorsque q = 1 et k = p, l'application naturelle HP(My) — > 
H%{Mv) — H^iMy) est encore injective et donc, là encore, P§°il(s) ^ 0. 

On peut maintenant démontrer la première partie du Théorème 11 5 . 1 . Il 

Par la dualité de Poincaré et le Théorème de Hodge-de Rham, l'applica- 
tion Hk(Cy) — > Hk(M m ) correspond à l'application fi i— > P™o;™ allant des 
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fc-formcs harmoniques sur Cy vers les (2pq — /c)-formes harmoniques sur M m . 
Mais, d'après le fait 1, cette dernière converge simplement vers l'application, 
injective d'après le fait 2, des fc-formes harmoniques sur Cy vers n 2 2 pq - k (M v ) 
qui à /j, associe P§°Q(s). Or Hk(Cy) est de dimension finie donc la convergence 
est uniforme et pour m grand, l'application Hk{Cy) —> Hk(M m ) est injective. 
Comme M m est un revêtement fini de M, la première partie du Théorème ll5.1.1l 
est démontrée. 

Pour montrer la deuxième partie du Théorème 1 1 5 . 1 . Î1 nous allons d'abord 
déduire des faits précédents un autre corollaire. 

Proposition 15.1.2 On se place sous l'hypothèse (H). Soit s € C, Re(s) >> 1. 
Supposons k > 2pq — p — qr + r (ou k — p si q = 1). Si P w s ^ 0, il existe un 
entier m > et un élément 7 G T tels que les formes harmoniques P^lo" 1 et 
7*PQ n w™ soient linéairement indépendantes. 

Démonstration. Nous montrons d'abord par l'absurde qu'il existe un entier m > 
tel que la forme P™w™ ne soit pas invariante sous l'action de T. Soit m un 
entier > 0. Supposons que la forme P™w™ soit invariante sous l'action de T. 
Alors, 

p V° = [r : r m ]p m <. 

Or [r : r m ] tend vers l'infini avec m, donc P™w™ tend vers avec m ce qui 
contredit les faits 1 et 2. Il existe donc un entier m > et un élément 7 € F tels 
que les formes P™tf™ et 7*P™w™ soient distinctes. Puisque 

ser m \r s er m \r 

les formes Pq h uj™ et 7*P™w™ sont en fait nécessairement linéairement indépendantes. 
Ce qui achève la démonstration de la Proposition 115.1 ."51 

A l'aide de la Proposition 115.1.21 nous pouvons maintenant conclure la 
démonstration du Théorème 11 5.1. 11 

Soit k > 2pq — p— qr + r (ou k = p si q = 1). Soit /x une fc-forme harmonique 
sur Cy . Nous allons montrer par récurrence sur N > 1 qu'il existe un revêtement 
fini Mm de M et N formes harmoniques de degré 2pq — k sur Mm linéairement 
indépendantes. Le Théorème 1 1 5 . 1 . Il en découle immédiatement. 

Supposons qu'il existe un tel revêtement Mm pour un certain N > 1. Notons 
uji, .. . ,u>m les N formes harmoniques indépendantes. On peut supposer que la 
forme lui est la forme harmonique associée à p (qui est une forme harmonique sur 
une préimage de Cy dans Mm). La Proposition 1 1 5 . 1 ."21 implia ue qu'il existe un 
revêtement fini Mm+i de Mm, une forme harmonique ù\ sur Mjy+i et un élément 
7 G ttiMm tels que les formes harmoniques lo\ et 7*0)1 soient linéairement 
indépendantes. Supposons qu'il existe N + 1 réels a>o, ai, . . . , ajv tels que 

aoiûi + ai7*a>i + 02^2 + • ■ ■ + o^n^n = 0. 
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Alors en moyennant par ttiMn + i\itiMn, on obtient : 

(ai + a 2 )uii + [ttiMjv : wiM N+ i]{a2U>2 + ■ ■ • + a N uj N } = 0. 

L'hypothèse de récurrence implique donc : 

«o + ai = ct2 = ■ ■ ■ = Un = 0. 

Et puisque les formes harmoniques û\ et 7*c2>i sont linéairement indépendantes, 
on obtient finalement que : 

Q!0 = o/i — 0. 

Enfin puisque le revêtement de Mjv+i sur M est fini, on peut le supposer ga- 
loisien, la forme j*ûi est alors définie sur Afjv+i< Ce qui achève la récurrence 
et la démonstration du Théorèmc ll5.1.ll 

Remarquons que d'après la section 13.3 et la démonstration du Théorème 
115.1.11 lorsque q = 1, on peut remplacer l'hypothèse (H) par l'hypothèse suivante 
plus faible : 

(H') M admet une tour d'effeuillage autour de CV dont la première valeur 
propre non nulle du laplacien sur les (2pq — fc)-formes d et d fermées est 
uniformément minorée. 

C'est cette hypothèse que nous nous attacherons à vérifier dans la démonstration 
du Théorème 5. Mais avant de passer à la démonstration de celui-ci, on fait un 
petit aparté concernant les variétés arithmétiques. 

15.2 Variétés arithmétiques 

En général, la classe des variétés arithmétiques est plus large que celle 
des variétés de congruences auxquelles les résultats de la première partie s'ap- 
pliquent. 

Un sous-groupe discret T de SU (p, q) est dit arithmétique s'il existe un 
groupe Q-algébrique G C GL^(M.) pour un certain entier naturel N et un 
homomorphisme continue et surjectif p : G — > SU (p, q) tels que : 

1. le noyau de p soit un sous-groupe compact de G ; 

2. l'image par p de G D GL/v(Z) soit commensurable avec V, i.e. l'inter- 
section m p(GnGLjy(Z)) est d'indice fini dans F et dans p(Gr\GL^(Z). 

Etant donné un sous-groupe arithmétique de T de SU (p, q), on appelle sous- 
groupe principal de congruence de T tout sous-groupe de la forme : 

T(m) = r n p(G n ker{GL N (Z) -► GL N (Z/mZ))), 

pour un certain entier naturel m. Plus généralement, on appelle sous-groupe 
de congruence de T 1 tout sous-groupe de T contenant un sous-groupe princi- 
pal de congruence. Remarquons qu'un sous-groupe de congruence d'un groupe 

1 La terminologie est dangereuse, voir la remarque qui suit. 
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arithmétique donne T n'est en général pas un sous-groupe de congruence de 
SU(p,q). Ceci n'est vrai que lorsque T est déjà un sous-groupe de congruence 
de SU (p, q). 

Enfin, on appelle variété arithmétique tout quotient de l'espace T> par un 
sous-groupe arithmétique sans torsion T de SU(p,q). Remarquons qu'une telle 
variété est de volume fini. Les revêtements fini d'une variété aritmétique obtenues 
à l'aide de sous-groupes de congruence (au sens ci-dessus) seront appelés revêtements 
de congruence. 

Il existe des variétés hyperboliques complexes de volume fini non arithmétiques 
pour n = 1, 2 et 3, construites par Mostow (cf. [3]). La question de l'existence 
de variétés hyperboliques complexes non arithmétiques pour n > 4 reste ou- 
verte. Pour q > 1, toute variété localement symétrique de volume fini modelée 
sur T> est arithmétique d'après le célèbre Théorème d'arithméticité de Margulis. 
En revanche, la question de savoir si tous les sous-groupes arithmétiques sont 
de congruence est encore ouverte. (La question est, maintenant, essentiellement 
réduite au cas des groupes "exotiques" du Chapitre 10. Pour une discussion 
détaillée voir Prasad ,79;.) 

Rappelons maintenant qu'il existe effectivement des variétés arithmétiques 
quotients de l'espace V associé au groupe SU{p,q). Soit K un corps de nombre 
totalement réel de degré m sur Q, soit O son anneau des entiers et soit E = 
{ai, . . . , a m } l'ensemble des plongements de K dans R. Soit K' = K{^J~^T). On 
étend chaque a G S en un plongement de K' dans C laissant y/— 1 fixe. Soit 

h(zi, z n ,z n+ i) = ai\zi\ 2 + . . . + a p \z p \ 2 - a p+ i\z p+ i\ 2 - ... - a p+q \z p+q \ 2 

une forme hermitienne diagonale avec ai £ K. Supposons que 171 h a pour sig- 
nature (p, q) et que <7i h est définie positive pour i = 2, 3, . . . , m. Le sous-groupe 
T(h) de SL n+ i((D(\/— 1)) préservant h s'identifie à un sous-groupe de SU(p,q). 
Si T < SU (p, q) est un sous-groupe commensurable à T(h), alors T est un groupe 
arithmétique (on obtient le morphisme p et le groupe G à l'aide d'une restriction 
des scalaires de K à Q appliquée à la structure if-algébrique de SU(p, q) donnée 
par la forme hermitienne h). On appelle un tel groupe : groupe arithmétique 
standard (bien que cette appellation ne le soit pas elle même) . Quitte à passer à 
un sous-groupe d'indice fini et grâce à un lemme classique de Selberg, on peut 
supposer T sans torsion, il agit alors librement sur D et l'espace quotient est une 
variété arithmétique standard. Les variétés arithmétiques sont toutes compactes 
sauf celles qui sont standard et telles que K = Q et h représente zéro sur Q ; 
dans ce cas elles sont de volume fini. 

Remarquons que notre Théorème 5 est non vide en vertu du théorème suiv- 
ant. 

Théorème 15.2.1 (Kazhdan g3|, Shimura (101 et Borel-Wallach [TJ]) 

Soit M une variété hyperbolique complexe (donc associée au groupe SU(n,l)) 
arithmétique standard et soit N un entier naturel quelconque. Alors, AI admet 
un revêtement (fini) de congruence avec un premier nombre de Betti > N . 
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Autrement dit, si F est une variété hyperbolique complexe arithmétique 
standard compacte de dimension (rélle) d, quitte à passer à un revêtement fini, 
on peut supposer que Hd-i(F) est non nul (et même de rang arbitrairement 
grand) . 

Montrons par ailleurs : 

Proposition 15.2.2 Soit M — Y\T> une variété arithmétique (resp. de con- 
gruence). Supposons que T> contienne un sous-espace T>y tel que la variété 
Cy = Yy\Dy , avec Yy — T H Gy, soit compacte. Alors, la variété Cy est 
arithmétique (resp. de congruence). 

Démonstration. Le groupe Y est arithmétique, notons p et G comme dans la 
définition d'un groupe arithmétique. Soit H la composante connexe de l'élément 
neutre du groupe : 

p-\G v ) C G C GL N {R). 

Le groupe H est réductif et connexe, il est donc égal à la composante connexe de 
l'élément neutre de sa clôture de Zariski. De plus, le sous-groupe H n GLjv(Z) 
est un réseau cocompact dans H car : 

1. p{H n GL N {Z)) = p(G n GL N {Z)) n G v , 

2. le groupe p(G n GL^(Z)) est commensurable avec T, 

3. le groupe Ty = T n Gy est cocompact dans Gy, et 

4. le noyau de p est compact. 

Notons H' l'adhérence de Zariski de HC\GL^{Z) dans GLn(M). La composante 
connexe de l'éléments neutre (-ff')o de H' est contenue dans H et, d'après le 
Théorème de densité de Borel, elle se surjecte sur H/K où K désigne un compact 
distingué maximal de H. 

Fait. Le groupe H' est Q- algébrique. 

En effet, soit Id l'ensemble des polynômes de degré < d s'annulant sur H'. 
Puisque H n GLat(Z) est Zariski-dense dans H', un polynôme P de degré < c! 
est dans Id si et seulement si P(h) = pour tout h € H D GLn(Z). On voit 
maintenant ces équations comme un système d'équations homogènes linéaires, 
une équation pour chaque h G H D GL n (Z) , où les inconnues sont les r coef- 
ficients de P et les coefficients de l'équation linéaire sont dans Z. Puisqu'il y 
a r inconnus, on peut trouver r équations telles que les équations représentent 
le système. Mais le noyau d'une matrice r x r à coefficients dans Z C Q, vue 
comme transformation linéaire de R r , a une base constituée de vecteurs dans 
Q r . Donc Id a une base constituée d'éléments à coefficients dans Q et, puisque 
c'est vrai pour tout d, on obtient bien que H' est défini sur Q. 

Finalement, la variété F est commensurable au quotient K'\H' / (if'nGLjv(Z)), 
c'est donc une variété arithmétique. Enfin si Y = G(Q) n Kf pour un certain 
sous-groupe compact-ouvert Kf C G(A/), Yy = H'(Q) n Kf, la variété F est 
donc de congruence lorsque Y est un sous-groupe de congruence. Ce qui conclut 
la démonstration du Théorème 11 5. 2. 2| 
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Remarquons que la démonstration ci-dessus montre en fait que toute sous- 
variété localement symétrique d'une variété localement symétrique arithmétique 
est arithmétique. Ce fait est sans doute bien connu mais nous n'avons pas trouvé 
de références dans la littérature. 

Rappelons que les variétés arithmétiques forment en général une classe plus 
grande de variétés que les variétés de congruence. Ainsi, il existe des surfaces 
hyperboliques arithmétiques dont la première valeur propre non nulle du lapla- 
cien sur les fonctions est arbitrairement petite. De tels exemples peuvent par 
exemple être obtenus en considérant un sous-groupe d'indice fini de SL(2, Z) se 
surjectant sur Z et l'ensemble des ses sous-groupes de quotient fini. Néanmoins, 
une fois une variété arithmétique fixé on s'attend à ce que l'ensemble de ses 
revêtements de congruence soit soumis aux mêmes genres de phénomènes que 
l'ensemble des variétés de congruence. Illustrons par exemple ce principe vague 
par la conséquence suivante de la démonstration de la "Conjecture r" (cf. §2.1). 

Théorème 15.2.3 Soit M une variété arithmétique. Alors, la première valeur 
propre non nulle du laplacien sur les fonctions, reste uniformément minorée 
dans les revêtements de congruence de M . 

Démonstration. Lorsque M est de congruence c'est le Théorème 2.1.1. Pour 
passer au cas arithmétique général, on utilise un résultat de Brooks ^7] qui 
montre que la propriété d'avoir une tour de revêtements fini {M m } de M ayant la 
propriété d'avoir une première valeur propre non nulle sur le spectre du laplacien 
sur les fonctions uniformément minorée est une proprété combinatoire dans le 
sens qu'elle ne dépend que de la suite des graphes de Schreier des quotients 
TTiM m /TTiM pour un système de générateur fini et fixé de tt\M. Mais -K\M 
est commcnsurable au groupe fondamental d'une variété de congruence, et la 
combinatoire de la tour {M m } se comporte donc de la même manière que la 
combinatoire d'une tour de variétés de congruence. D'où l'on déduit le Théorème 

Remarquons que si dans le cas des variétés de congruence les Conjectures 
d'Arthur prévoient des valeurs explicites pour la minoration du spectre, on ne 
peut en espérer autant dans le cas des variétés arithmétiques puisque, comme 
on l'a rappelé au-dessus, il se peut que la variété arithmétique M avec laquelle 
on démarre ait déjà une première valeur propre non nulle du laplacien sur les 
fonctions arbitrairement petite. Le Théorème l 1 5 . 2 . 31 n 'est donc pas un corollaire 
immédiat du Théorème 2.1.1. On ne sait d'ailleurs pas si le Théorème 3 qui traite 
des 1-formcs différentielles peut s'étendre (sans minoration explicite) au cas des 
variétés arithmétiques. Cette question nous paraît intéressante. Reformulons-la 
de la manière suivante : 

Question. La Conjecture A - implique-t-elle que pour toute variété hyper- 
bolique réelle ou complexe arithmétique M de dimension (rélle d) et pour tout 
entier naturel i < | — 1, il existe une constante strictement positive s(M, i) telle 
que pour tout revêtement de congruence M' de M, 

Al (M') > e(M,i) ? 
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Nous allons maintenant pouvoir passer à la démonstration du Théorème 
5. Celle-ci repose sur la vérification de l'hypothèse (H') qui nécessite quelques 
rappels sur les variétés kaehlériennes que nous détaillons dans la section suivante. 

15.3 Rappels sur les variétés kaehlériennes 

Dans cette section M est une variété kaehlerienne compacte. Nous avons 
déjà rappelé que le laplacicn usuel et le laplacicn complexe coïncident (à une 
constante multiplicative près). Dans cette section nous allons utiliser le laplacien 
complexe : 

□ = - V^ï{ ddA -OAd + dAd- Add} , 

où A est l'opérateur adjoint à l'opérateur L de multiplication par la forme de 
Kaehler. Plus précisemment sur une variété complexe de dimension n, munie 
d'une métrique hermitienne 

n 

ds 2 = 9ai3dz a dz' 3 , 

a,P=l 

où l'on note (g a '^) l'inverse (ga.p)^ 1 de la matrice (g a ,p)- Soit 
* = <P* 1 ...a p 1 ...0 q dz ai A ... A d~zP q . 

Alors 

= {p _ ^ _ 1} , E V^T/>^o 2 ...a pfe ...^^ a2 A ... A (15.3.1) 
c'est à dire, 

(Aip) a2 ... ap02 ...p q = Y\/~^îg l3a ip a fia 2 ... ap i3 2 ...i3 q 

a, 

= (-if- 1 y, ^/> m ,.« pW! j, 

a, /3 

En particulier si ip est une forme de degré j, 

- LAip + ALip = (n — j)ip. (15.3.2) 

Un calcul simple montre alors que le laplacien □ commute à L. Enfin, remar- 
quons que si ui est une forme d et d fermée, on a : 

Dlu = ddV^ÏAuj. (15.3.3) 

Proposition 15.3.1 Soit M une variété kàhlerienne compacte de dimension 
complexe n. Notons A la première valeur propre non nulle du laplacien sur les 
1-formes de M. Alors, la première valeur propre non nulle du laplacien sur les 
3-f ormes d et d fermées de M est > A. 
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Démonstration. Soit À la première valeur propre non nulle du laplacien sur les 
1-formes de M. Soit (5 une 3-forme ^-propre, d et d fermée de M. On peut 
décomposer l'espace des 3-formes sur M comme somme orthogonale de 

{La : a est une 1-forme sur M} 

et de son supplémentaire orthogonal. Quitte à prendre des suites, on peut donc 
écrire : 

= La® 1 - 7. 

Si La = 0, la forme 7 est orthogonale à l'image de L restreinte aux 1-formes 
et donc par dualité, on obtient que A/3 = 0. Et donc \i — puisque [3 est d 
et d fermée. Enfin, si [i 7^ 0, puisque le laplacien préserve la décomposition 
orthogonale ci-dessus, on obtient que /i est une valeur propre du laplacien sur 
les 1-formes, avec comme forme propre : a. Donc si /i 7^ 0, on a nécessairement 
/i > A. Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 115. 3.T1 

A l'aide du Théorème 3, la Proposition 115. 3~T1 va nous permettre de vérifier 
l'hypothèse (H') dans certains cas intéressants et de démontrer le Théorème 5. 

Concluons cette section de rappels sur les variétés kaehlériennes par un cas 
particulier élémentaire de la décomposition de Lefschctz. 

Proposition 15.3.2 Soit M une variété kàhlerienne de dimension complexe 
n. Alors, l'application L k pour 1 < k < n est injective des 1-formes sur les 
(2k + 1) -formes et envoie les formes harmoniques sur des formes harmoniques. 

Démonstration. La première partie est bien connue |44j . De plus, le laplacien □ 
commute à i et la Proposition 1 1 5 . 3 ."21 est démontrée. 

Soit 

vbi(M) — sup{bi(M) : M est un revêtement fini de M}, 

où i est un entier naturel inférieur à la dimension de la variété M et bi(M) 
désigne le z-ème nombre de Betti de M. On appelle vbi(M) le i-ème nombre de 
Betti virtuel de M. On déduit de la Proposition 1 1 5 . 3 ."21 et du Théorème 115.2.11 
le corollaire suivant. 

Corollaire 15.3.3 Les variétés hyperboliques complexes standard ont tous leurs 
nombres de Betti virtuels infinis. 

Le Théorème 5 permet de décrire comment certaines classes non triviales en 
homologie apparaissent géométriquement. Il est maintenant temps de passer à 
la démonstration proprement dite du Théorème 5. 
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15.4 Démonstration du Théorème 5 

Soient M une variété hyperbolique complexe compacte de congruence de 
dimension d + 2 et F une sous-variété complexe compacte connexe totalement 
géodésique de dimension d et immergée dans M. On peut supposer, en concer- 
vant les notations des chapitres précédents, que M = T\T>, F = ry\Xfy où 

rv = rnG y . 

D'après le Théorème 1 1 5 . 1 . H pour conclure il nous faut construire une tour 
d'effeuillage autour de F vérifiant l'hypothèse (H') pour k = d — 1. La variété 
M est de congruence, donc d'après la Proposition 115.2.21 la variété F aussi. 
Et il existe deux groupes Q-algébriques H et G, avec H un Q-sous-groupe de 
G, G (M.) C GLnÇS.) (pour un certain entier N) et un morphisme continue à 
noyau compact p : G — > SU(n,l) tels que : l'image par p de G n GLn(Z) 
(resp. H n Gijv(Z)) soit F (resp. Ty). On introduit par récurrence, la suite de 
sous-groupes d'indices finis dans T : 

r = r 

et pour tout m > 1, 

r m = p(p- 1 (p m (frnG!£tf(z)))) n r TO _i, 

où p m est la projection de GLat(Z) sur GL^^Lj-mX). Notons M m = r m \X>. 
La suite de revêtements finis {M m } de M est une tour d'effeuillage autour de 
F dans M ; cette tour est, de plus, constituée de revêtements de congruences. 
Mais, d'après le Théorème 3 et la Proposition 115.3.11 la première valeur non 
nulle du laplacien sur les 3-formes d et d fermées sur M m est uniformément 
(par rapport à m) minorée. En particulier, l'hypothèse (H') est vérifiée pour 
cette tour d'effeuillage et pour k = d — 1. Le Théorème 115.1.11 permet donc de 
conclure la démonstration du Théorème 5. 

Le Théorème 5 permet la construction de 3-classes d'homologie non triv- 
iales à partir du Théorème 115.2. lj de la manière suivante. Si M est une variété 
hyperbolique complexe arithmétique standard et de congruence définie par une 
forme hcrmiticnne h h n variables (comme au §15.2), on obtient une sous- variété 
(immergée) F holomorphe totalement géodésique de codimension (complexe) 1 
(qui est donc de congruence) en restreignant la forme h à un (n— l)-plan. Quitte 
à passer à un revêtement de congruence de M (et donc de F), on peut supposer 
que H2n-3(F) est non trivial, d'après le Théorème 115.2. il Alors, le Théorème 
5 permet de relever cette classe d'homologie dans F en une classe d'homologie 
non triviale dans un revêtement fini de M. 

Bien sûr, par définition des groupes H* (S h G), le Corollaire 1 découle immédiatement 
du Théorème 5. Enfin, en remplaçant le Théorème 3 par le Corollaire 5.4.2, la 
démonstration du Théorème 5 s'étend au groupe SU{p,q). On en déduit le 
théorème suivant qui implique immédiatement le Théorème 8. 
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Théorème 15.4.1 Soit M = T\T> une variété compacte localement symétrique 
de congruence modelée sur l'espace symétrique T> associé au groupe semi-simple 
G = SU(p,q), avec p > q > 2. Supposons que l'espace V contienne un sous- 
espace T>v td que la variété Cy = Ty\Dy , avec Ty = T n Gy , soit compacte. 
Soit k un entier > 2pq — p — q + 1. Alors, il existe un revêtement fini M de M 
tel que 

1. l'immersion de Cy dans M se relève en un plongement de Cy dans M, 

2. l'application induite : 

H k (Cy) -> H k (M) 

est injective. 

De plus, pour tout entier N et tout cycle c dans H k (Cy), il existe un 
revêtement fini de M contenant N préimages de i(c) linéairement indépendantes 
dans iîfc(Mjv). 
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